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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS HTPERELLIP- 
TIQUES DE PREMIER ORDRE. Par Martin Krause. 

Page 177 1. 9, 10, au lieu de: 

^* + 3/^* Gt chaque iiombre représente deux fois par Tuiie des formes le 
sera aussi par Tautre 

lire: 

' ^* + 3/^* 1 dö telle sorte que chaque nombre représente par la seconde 
fonne le sera d'une double maniére par la premiére. 

SUR LES SURPACES DU TROISIÉME ORDRE. Par C. Le Paige. 

Page 192 1. 8 en remontaut, au lieu de: 
trois de ses sommets parcourent 

lire: 

les trois arétes de cette face s*appuient sur 



Acta mathitnatica, 8. Imprimé 10 Mars 1884. 



tJBER DIE EINER BELIEBIGEN DIFFERENTIALGLEICHUNG 

ERSTER ORDNUNG ANGEHÖRIGEN 

SELBSTÄNDIGEN: TRANSCENDENTEN 



VON 

LEO KOENIGSBERGER 

in WIEN. 



Einer homogenen linearen Differentialgleichung m'^** Ordnung gehören 
bekanntlich höchstens m algebraisch von einander unabhängige Transcen- 
denten als Integrale an, indem jedes Integral sich als homogena lineare 
Function von m Fundamentalintegralen ausdrtlcken lässt; ähnliches gilt 
fur jede lineare nicht homogcne Differentialgleichung beliebiger Ordnung, 
und ich habe diese Frage, welche identisch ist mit der Untersuchung des 
algebraischen Zusammenhanges zwischen dem allgemeinen und einer be- 
stimmten Anzahl von particulRren Integralen, wenigstens för diejenigen 
Fälle, in welchen in jenen algebraischen Zusammenhang ftlr Differential- 
gleichungen erster Ordnung nur i, 2 öder 3 particuläre Integrale ein- 
treten, schon frtther behandelt(^). Ich loge mir nunmohr das Problem 
ganz allgemein vor, sämmtliche Differmtialgleichurigen 



(.). 2^(...,J) = o 



anmgehen, fiir welche sich alle Integrale durch n sdhständige nicM alpehraisch 
mit einander verhmdene Transcemlentefi ,tind durch nicht weniger algebraisch 
ausdrucken lassen öder änders ausgesprochen, welche nur n algebraisch von 
einander unabhdngige trafiscendente Integrale besitzen, öder endlich auch, da 
in das allgemeine Integral eine willktihrliche Constante eintreten muss, alle 

(*) x>t}bor den ZusammeDhang zwischen dem allgcmoincD und den particulärcn Inte- 
gralen von DififerentialgleichungenD, Journal f. Math. B. 91, II. 4, und in meincm Buche 
]>A1lgemeine Uutersuchungen aus der Theorie der Differentia1g1eichungenT>, § 9. 

Äcta mathematica. 8. Imprimé 6 Juillet 1883. \ 



2 Leo Koenigsberger. 

JDifferentidlglekhungen (i) zii charakterisiren, fur tvelche das allgemeine Inte' 
gräl z eine algehraische Function von n algehralsrh von einander unahhdnglgen 
transcendenten Integralen z^, z^,,..z,,^ der tinabhdngigen Variabeln x und 
ehier xvillMlirlkhen Constanten 

(2) Z =/(«, »j, «,,.. 'Zn, c) 

ist, Avobei anfrenoinmcn werden darf, dass n die kleinste Anzahl der von 
einander unabhangigen transcendenten Integrale ist, fttr welclio diese I)ar- 
stellung möglich ist. 

Setzen wir die Gleichung (i) in die Form 

dz 
(3) 5^ = f («>, «). 

dz . , 

wodurch ein in -t- irreductibler Factor von (i) dargestellt sein mag, so 
ergiebt sich vermöge der fOr diesen Factor geltenden Voraussetzung (2) 

und da wir angenornmen ha ben, dass zwischen x^ z^y ^f^, . . . ^„ nicht schon 
selbst ein algebraischer Zusammenhang stattfinden soll, so Avird diese 
Gleichung eine in rr, z^y z^j.^.z^j c identische schi mtlssen, worin die 
einzelnen jr-Functionen Zweige der algebraisch vieldeutigen Function ^{Xy z) 
darstellen Averden. Diflferontiirt man die Gleichnmg (4) nach einer der 
Variabeln Zp und der willktthrlichen Constanten r, was wegen ihrer Iden- 
tität för alle Wertlie dieser Variabeln gestattet ist, so erhält man die 
Beziehungen 

d^{x, f(x, Z^,.. ,Z„, c)) df(x, Z^,...Z„, c) 



und 



(6) 
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< • Zff ^ 


«=) 




dz 

^Xp 




• 




dxdZp 


sy , 


) + . 


''. +■ 


sy 


-f>(x, z 
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^Zp ^Zp 


^A») 




df(x , «. , . . 


• * • ^] 


,, 0) 
c) 


s/(^ 


5» 

dr. 


• ^M ? 


<•) 






sy , sy 

dxdc dz^dc 


?■(*. 


2.) + 


. . . ' 


sy 

■f 


fC"», 


^n), 





t}ber dic eincr Diffcrcntialgleichung angehörigen scIbständigcD TranscoodeDten. 3 

OlC \3tj TlJS 2 2 C)^ 

und durch Elimination von \r7 ' " ' " "\ zwischen diesen beidcn 
Gleichungen 



(7) 



de dxdz. dz. dx9c "^P^*'*'^ 



a/ ay a/ ay 



9c 9«j9«^ 



92f^ 3«j9c 



+ ... 



oder aiich 



+ S^(«, ^n) 



V ^y ^/ ^y 



9c 9«ft9^p 



92fp 90„9c 



+ 



df df df(x, z,) ^ ^ 



de dz 



dz. 



(8) 



'"^■^l^^^ 



dz, 

3c 



+ £p(^,^.)a4^log 



a^ 

de 



welchc Gleichung wiederuin för alle Werthe der Variabeln identisch erföllt 
sein uiuss. Setzen wir ^{x, z^ = Z„, fassen Z^ nur als Function von 2^, 
auf und setzen die Gleichung (8) in die Form 



(9) 



''+Z,— log 



dz, 



dz. 



dj_ 

de 



=: loc 

dx ° 



dl 
de 



» g 



ac 



> 



worin das der Summe angeftigte {p) bedeuten soll, dass ji = p auszu- 
schliessen ist, so giebt die Integration der in Z^ und Zp linearen Differen- 
tialgleichung erster Ordnung 



(lo) Z,=^L^- 



^Zn ^Z, 



y 


y 


de 


de 


9/ 


¥ 



■df_ 

ac 



ac 



+ 



a/ 

a« 



y 

a«. 



^'sr^(^' ^,)^-iog^n \dz,, 



de 



de 



worin L eine im allgemcinen von x, z^, z^, . . . z^ {z^ ausgeschlossen) und 
c abhängige Function sein wird, oder 



df df 

(II) f(x, z,) = Lj^ — ^j 

dz„ dz„ 



i 


3/ 


'1 n 


r 


9/ 


d 
dx 


df 


^''' ~ df 2j« ^^''' '"^ i 


' 

^ ^H 


df 




de 


a,, ' J 




de 



dzp. 



4 Leo Koeaigsbcrgcr. 

in welcheui Ausdrucke fiir ^{Xy z^ auf der rechten Seité die Werthe 
^1 > • • • ^p-\j ^p^-\y ' '^nj ^ vöUig willktthrlich gewählt werden können, (^) 
öder auch symmctrisclier geschrieben: 



(*) Es mag nur noch bcmerkt werden, dass die willkuhrlicho Wahl dieser Grösseo so 
za verstehen ist, dass iliDen allgemciDc, völlig von ciDander unabhängigc Werthe beigelegt 
werden können, dass jedoch die Festsetzung gewisscr Beziehungen zwischen ihnen zu un- 
endlichen odcr unbestimmten AusdrUcken fiihren känn, welche erst wicder durch eino be- 
stimmte Wahl -von L beseitigt werden könnten: wir wollen dies an eincm Bcispiel erläutern. 
FUr die Differentialglcichung erster Ordnung 

dz 

- = io{x)z^ + A{x)z + 7:{x), 

in welcher ö>(«), -^'(^)> '^W bcliebige algcbraischc Functionen von x bcdeutcn, findet 
zwischen dem allgemcincn und 3 ihrer particulären Intcgrale (s. mcinc »allg. Untersuchun- 
gen aus der Theorie der Diff.-gleichungenD, S. 99) die Bezichung stutt 

<^3(«i— «3^+ <«3— «i) ' 
und da in diesem Falle fUr die oben gewählten Bczeichnungen sich fUr /> = I 

f^ ^ (g. — g.)(g.— g.) 

df_ (c, — c)(a, — «,) 

a.. 

ergiebt, so geht die Glcichung (ll) in 

ttber, also in der That in eincn Ausdruck von der Form €o{x)z^ + A {x)z + 7r{x)] setzt 
man aber z. B. z^ =^3^ ^^ wUrden die einzelnen Posten unendlich werden, und bringt man 
die letzte Gleichung in die Form 

(». -a.)^(«, z,) + {z,-z,)f{x, z,) + {z,-z,)<p{z, z,) = L ^^' ~/'^^'' ~''\ 

^3 ^I 

80 folgt in der That, wenn ip(;x^ z) == a){x)z* + A{x)z + 7t{x) eingesetzt wird, wie un- 
mittelbar zu sehen 

so dass die durch Oleichsetzen von z^ und z^ hervorgebrachtc Unendlichkeit aus dem Aus- 
drucke flir ^(aj, «j) wieder herausfällt. 



.^ • 



t)ber die eincr Diffcrentialgleichung angchörigon selbständigcn Transccndenten. 5 

^ J de J de 

worin p irgend eine der Zahlen i . . . n sein darf. 

Wir können an diese ftlrdie rechte Seite der Differentialgleichung (3) 
gefundene Fonn schon einige allgemeine Schlttsse knfipfen. Da unter der 
Annahme, dass nicht schon zwischen x, z^, z^y . . . z^ ein algebralscher Zu- 
samnienhang stattfinde, die Gleichung (4) fttr alle Werthe von Xy z^jZ^j...z^j 
c identisch befriedigt sein musste, so wird sie also aueh bestehen, wenn 
man fttr z^j z^y... z„ willkfthrliche andere Integrale Z^, Z^, . . . Z^ der 
Differentialgleichung (3) einsetzt, und somit 

(12) f K/(«, li^, L^,,.. Z„, c)) = —^ h —. ^ ipKX, Zi) 



+ • • • + wy f 0^1 ^) 



sein; da aber 



dZ, 



('3) ^(*'^^)= rf^ 

ist, so ergiebt sich 

= fC**^, /(•«^, ^1»- • 'Zn, c)) 

öder 

/,-N df{ji:, Z^y , . . Z„, c) 

(15) jjj;^ = f («, /o*', A, . . . Zn, c)), 

woraus folgt, dass wiederum 

(16) Z=/(iB, Z.,...Z„ c) 

ein Integral der Diftcrentialgleichung (3) ist, und zwar wird es das all- 
gemeine Integral derselben sein, wenn durch Einsetzen der Integrale 



6 Loo Kocriigsbcrgcr. 

Z^j, . , Z^ in f{Xj ^j , . . . ^„, c) stått der Grössen z^j . . . z,^ die willki\hrliche 
Constante c nicht herjiusfallt(^). Wir érhaltcn soiiiit den folgenden Satz, 
welcher als ein specieller Fall des von mir bewiesenen Satzes (s. allg. Unter- 
suchungen etc. Kapitel II) von der Erhaltung der algebraischen Beziehung 



C) Es mögCQ hier Doch einigo Bcmcrkungcn* zu dem cbcn bewiesenen Satzc Platz 
fipden, die theils zum allgemeincn Vcrständnissc desselben nöthig sind, thells noch zum 
Zwcckc andercr Betrachtungen im Laufe dieser Arbcit verwerthet werdcn. Da man in 
der Beziehung 

(«) «--/(j?, 2:^, 2?j,, . . . 5'„, r) 

fUr z^ irgend ein anderes Integral setzen darf^ wenn nur fUr ein anderes passendes In- 
tegral Bubstituirt wird, so kano man anch z^ = z^ annehmen \ da man jedoch vorausgesetzt 
hat, dass das allgemeinc Integral sich nicht schon durch x und n — I particuläre Integral c 
algebraisoh ausdrUcken lassen soll, andererseits aber z doch wieder nach dem bewiesenen 
Satze ein Integral der Differentialgleichung bleibt, so folgt, dass, wenn man in dem Aus* 
drucke {a) zwei Integralc der rechten Seite eins^nder glcich setzt, die Constante c von 
selbst hcrausfallen muss, und die Beziehung [a) eine identischc sein wird, und dies ist cinc 
charakteristische Eigenschaft jener algebraischen Relation; so wird die filr die Differential- 
gleichung 

— = a){x)z^ + A{x)z + ;r(«) 
geltende Beziehung 



z = 



^(^i— ^3) + '-(^3— ^1) 



weil z sich nicht schon durch a;, Zi und z^ algebraisch ausdrUcken lässt, fUr die Substitu- 
tion z^ = Zi in z = z^ Ubcrgehcn, also in cincs der particulärcn Integralc. Eine wcitcre 
Bemerkung, die ebenso wic die frUherc, vorzUglich im Hicblicke auf die analogen Unter- 
suchungen fUr Differentialgleichungen höherer Ordnuug gemacht werdcn mag, bezieht sich 
auf den Fall, dass die Differcntialgleichung algebraische Integralc besitzt; man sieht soglcich 
dass, wenn man in {a) dem c denjenigen Werth gicbt, welcher das allgemeinc Integral z ^ 
in das particuläre algebraische Integral UberfUhrt, sich schon zwischen Zy^ z^^ . . . Zn und x 
eine algebraische Beziehung der Voraussetzung widerstroitend ergeben wiirde, es muss der 
^ntsprechende Werth von c in diesem Falle also stets derart sein, dass die entstehende 
Relation an sich eine identisch wird. So liefert nach S. 82 mcines Buches die Differcn- 
tialgleichung 

. ^ = Az' + Bz + C, 
ax 

worin A, B, C algebraische Functionen von x bedeuten, fUr den. Fall, dass dieselbe zwei 



tJher die eincr DiffereDtialglcichung angehörigen selbständigen TraDScendenten. 7 

zwischen Integralen von Dififerentialgleichungen betrachtet werden känn, 
aber, wie man durch Vergleichung mit dem allgemeinen Theoreme sieht, 
för Dififerentialgleichungen erster Ordnung eine völlige Willkfthr aller 
Integrale bis auf eines gestattet: 

Findet zwiscJien dem allgemeinen Integrale einer Differentialgléichung 
erster Ordnung und n algébraisch von einander unabhängigen particuluren 
Integralen dersdben^ der unablmngigen Variabeln und einer wUlkuhrlichen 
Constanten eine algebraische Beziehung statt, so darf man n der Integrale 



particulärc algebraische Integrale $i und f, besitzt, dic folgendc Beziehung zwischen dem 
allgemeinen z und cinem particulären Integrale z^ 

/ m ^ ^ (<^A — gf«K + (g — O^A 

und setzt man hierin z = $^^ so folgt unmittelbar 

d. h. c = O, und flir diesen Werth der Constanten fällt z^ ganz aus der Beziehung horaus. 
Andererseits ist klar, dass, wenn man in (a) irgend eines der Integrale z^, z^,,.,Zn 
durch cin algebraisches Integral der Differentialgleichung ersetzt, dio Constante c von selbst 
herausfallen muss, weil sonst das allgemeine Integral wieder algébraisch durch nur n — I 
Integrale ausdrUckbar sein wttrde; so wird, wenn in (/9) sIq^=$i gesetzt wird, « = f j , also 
wieder eines jener particulären algebraischen Integrale. Es mag noch hinzugefttgt werden, 
dass sich die Relation (y?), wie man unmittelbar sieht, in die Form setzen lUsst 

(r) lzi4 = f.^.^, 

z — c c z — c 
*»i '» 

woraus folgt, da«s, wenn 
gesetzt wird, die Beziehung in 

mithin in einen von x freien Zusammenhang ttbergeht, in wcichcm das allgemeine und ein 

particuläres Integral der durch die Substitution (d) hervorgehenden Differentialgleichung 

erster Ordnunar 

dZ 



;^ = ^(f.-f,)Z 



stehen. 






8 Leo Koonigsbergcr. 

diirch willhilirliche andere, die aher mit den frUlieren zum Theil tlberein* 
stimmen können, ersefzen, immer wird ein (w + i)'" Integral der Differen- 
tialgleichung existiren, wélches mit den n nen getvählten wieder denselben 
Functimialausdruck hefriedigt. 

Setzt man nunmehr in (2) z = z^j so wird nur einos der Integrale 
der rechten Seite z. B. z^ diirch ein anderes zu ersotzen sein, und da 
jedes andere wiederum nach (2) die Form hat 

J \Xy Z^y Z^y . , . Zny n j, 

worin k irgend einen constanten, hier einen im Allgemeinen von c ab- 
hllngigen Werth haben wird, so wird die Gleichung 

(17) «=/(«, «,. Ä,,. . .«„, r) 

die Beziehung 

hervorrufen (^), welche, da z^, z^j...Zn nicht schon selbst in einem alge- 
braischen Zusammenhange stchen soUten, eine identische sein muss. 

(*) So wird, wenn Id der i° ^^^ vorigen AnmerkuDg gegcbenen Beziehung 

z durch z^ ersetzt wird^ wie unmittelbar zu scheD, 

^ ^ V>(g, — ^3) + Jfz^(z^ — z,) 

za substituircn sein, worin 



.c — C3 



ht, Es mag hier noch folgende Eigenschaft eincr algebraischcn Beziehung zwisehen dem 
allgemeinen und ciner Anzahl von particulären Integralen Erwähnung fioden. Sei die alge- 
braische Beziehung wieder 

öder 

worin /j, /j, .. ./„ rationalo Functionon der in ihnen enthaltenen Orössen sein mogen, und 



Ober dic eioer DifTercntialglcichuDg angchörigea selbständigen TransccDdcntcn. O 

Untersuchen wir nun zuerst den Fall, in* welchem ({Xy z^^ z^y.-.z^^ c) 
eine ganze Function der Grössen z^j z^y...z^ darstcllt, und denken uns 
dieselbe nach Potenzen von z^ in der Form geordnet 

• 

(19) /(*,. «i, «,,... «n, c) 



die ia dem Sinne als irreductibcl aufgefasst werden mag, dass sie sich nioht in Factoren zcr- 
legen lässt, deren Coefficienten rational aus .r, z^, z^, . . , z^ zusammengesctzt sind, ohne 
RUcksicht auf etwa eintretende Constantcn. Vertanscht man in («) zwei der Integralc der 
rechtcn Seite mit einander z. B. Zi und z^^ so wissen wir nach dem allgemeinen Satze 
von der Erhaltung der algebraischen Beziehung, dass, indem nur z^ statt. 2;^ und 2;^ statt 2;^ 
gesetzt ist, nothwendig z wieder ein Integral, und da c im Allgemeinen nicht herausf^llt, 
das allgemeine Integral der Differentialgleichung bleiben wird; setzen wir 

(r) ^=/(«»^i 2r,, Z^, Z^,,.,Zn, c), 

so wird auch Z nach (a) in der Form darstellbar sein mtissen 

worin k eine Function von c sein wird. Nach (/?) wird nun Z durch die irrcductible 
Qleichung definirt sein 

^ +/,(^, 0, , Ä, , . . . 0„, fc)Z "^ + 1"/a(««, «, , 2j , . . . Än, fr) = O 

und wird mit der nach {u) und (;') bcstehenden Gleichung 

^^ +/i(-*'» ^2 ^ «,,...«„, c)/ "^ H h/A(«, 5f, , Äj , . . . «„, c) = O 

eine Lösung gemein haben, also mit ihr identisch sein, und es wird somit fUr die ratio- 
oalen Coefficienten der Qleichung (/9) dic Beziehung bestehen 

und eine Vertauschung der Grössen «, , «,,...»„ daher keine Veränderung der rationalen 
Functionen hervorbringen, wenn nur statt c eine passende Constant^ fr gesetzt wird; so 
wird die obm behandelte Relation 

^ ^ ^^s^X^i — gg) + ^^.(^3 — ^i) 

die selbst schon rational ist, wenn «, mit z^ vertauscht und c durch fr = — erseézt wird, 
unverändert bleiben. 

Aeta mathematiea. 3. Imprimö 10 Juillet 1883. O 
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SO dass sich also 

(20) /(«, «j, »,,... Ä», Ä:) 

ergiebt, so folgt aus (18), (19) uud (20) 

(21) z, = 

/oC^» ^j»'»»^ii> ^/{jitv^-i ^ti"»^»» ^)^i I /iC^j ^t ) ••• *#!» ^)^i "r ••• H" y/*(^) ^t » ••• ^11» ^)i 

■r • • • "T* /fiy^i ^t ' • • • ^" 1 ^/j 

und hieraus, da die Gleichung eine för alle z^, z^,...z^ identische sein 
soll, wenn /£ > i, 

da nun aber keiner der beiden Factoren verschwinden känn, weil k ebenso 
wie Cy indem es eine von dieser Grösse abhängige Constante bedeutet, 
völlig willktthrlich ist, so wird jj, = i,(^) und also z eine ganze lineare 
Function von z^ sein mössen, und da dasselbe auch von den anderen 
Grössen z^^ z^y...z^ gilt, so wird z eine ganze lineare Function der n 
Grössen z^y z^y...z^ sein, die wir, ohne die Allgen^pinheit des Resultats 
zu beeinträchtigen, nur der Kurze der Rechnung halber in der einfach- 
sten Form voraussetzen woUen 






(22) z = m^ + m^z^ + m^^z^z^ + w,,^^», + + m,»M» 

+ m,Ä, + m„af,»3 + + m„5;^, 

+ 

+ mnZn 

= /(«, «?!,«?,,...«„ c), 

worin die Grössen m von x und c algebraisch abhangen. 

Nachdem för diesen Fall die Gestalt der Function f der Gleichung 
(2) gefunden, wird wegen 



+ 






C) und nach (2l) 

/o(«5 «,,:.-««, c)/o(«, «,^ • • • Zn, k) = I. 
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und 



a/ 



+ wi,«a, 



der Gleichung (ii) gemftss fUrp 



also 



dc 



m, + mij^a + w,3», + • • • + niinZ 






in^n 



dc 



dc 



1 ^'^i» I 




dm, 
1^ 



i9. 



Wj + tn,^, + • • • + tn,„» 



^^^ + ?^^.+ 



ac 



dc 



m*!! 



^ ac " 



log 



dmo dmi 



+ -a7 *i«« + 



am, 

ac 



und 




= Plog O 



dm,, dmt 



^/*— 1/4 



+ 



m» + m,^, H \- niinZ 



— »^ — .^ g .X. ••• .^ 

« dc dc dc 



Zfx-l + 



dm 



/i/*+i 



dc 



«;t+lH 1" 



dm 



lin 



-^ — Zn 
dc 



dm^ ^^11 

ac ac 



««+•••+ 



am 



in 



ac 



amo , dmi dniin , , ^w»„ 

+ -T~ ^i + *•• H =r~ Mn + ••• + "^^~ ^n 



dc 



dc 



dc 



dc 



worin der logarithmische Posten nur 
daraus ergiebt sich 



seiner Form nach bezeichnet ist; 




= RlogO 



dm,, dm 



i;t 



+ 



dc 



dc 



Zi "f" '••-!- 



am/x-ijt» 



ac 



dfh^ dmii 



Zfi-l + 

am,3 



dm 



ac 



«/t+i +•••+ 



am 



/»n 



ac 



z. 



dm 



in 



dc 



+ -iT^t + TT*. +•••+ -or « 



3c 



de 



dc 
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und ebenso, weil 

1^ dz, = S log Q 

är 

"T 







ist, 



9/ 


r^s 


Se 3 i 


\ 9^. 


a/ 2« I 


9/ 

ac 



1 -■■ t Ä ^cax cccx cccx cccx 

dzi = T log Q H 



Setzt man diese Ausdrticke in (ii) ein, so folgt, wenn man beachtet, 
dass ^{x, z^ cine algebraische Function von x und z^ sein muss, die lo- 
garithmischen Glieder aus dem Endausdrucke also herausfallen mtissen, 

am,, awii am,a aw„ 

^(^, «,) = L . ; ; 

mi + m,^, + • • • + Wi««» 

av, , a*mi a*w,„ a'*/»» 

cc^iu cccx cccx cccx 

ami am,j afn,„ 



3 



ac +^"' + -ä^"» + - + ^" 



worin L von rr, ^^j ^3j* " ^n und c algebraisch abhangt Setzt man nun, 
da die linke Seite der Gleichung nur von x und z^ abhängt, z^y z.^j... z^ 
gleich beliebigen Constanten, so folgt, dass fiir willktthrliche z^ die Funk- 
tion {^(;r, z^) eine lineare ganze Function von z^ bedeutet, und dass daher 
in diesem Falle die Differentialglcichung (3) die F^orm annimmt 

dz 
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fftr welche bekanntlich die gesuchte Relation zwischen dem allgeiiicinen 
und particulären Integralen flir willktihrliche Functionen ^^{x) und p^i^) 
lautet (s. S. 90 der »allg. Untersuchungen») 

c Cj c — Cl 

z = Äj H z^ . 



Cj "^~ Cj Cj Cj 



Wir erhalten somit den Satz: 

Die einzige Klasse von Bifferentialgleichungen erster Ordnung, fur 
welche dos allgemeine Integral eine ganze Function irgend ekier Anzahl par- 
ticulårer Integrale sein soll, deren Coefficienten von der tvillkuhrlicJien Con- 
slanten und der unahhängigen Variabeln algehraisch abliängen, ist die der 
lifiearen. 

Gehen wir jetzt zu dera allgemeineren Falle ftber, in dem sich z als 
rationale Function von z^y z.^^ . . . z,^ ausdrftcken lässt, deren Coefficienten 
algebraisch von x und c abhängen, so wird wiederum aus der Gleichung 
(18) unter der Voraussetzung, dass 

. _ />(g, Z^,..,Zn^ C)z;" +/i(^, gav^H^ c)^!'" H H/*(^^ ga,...g„, c) 

ist, aus den auf S. 77 meiner »allg. Untersuchungen» angegebenen Grimden 
sich /i = v— I ergeben, und da dies fttr alle Variabeln z^j z^y...z^ gilt, 
so erhält man die nothwendige Form einer solchen rationalen Beziehung 
als eine in allén particulären Integralen linear gebrochcne Function 

oder kttrzer geschrieben 

worin ^^ , A^^ B^, B^ lineare ganze Functionen von z^^ . . . z^ und algé- 
braische Functionen von x und c sind. Da nun aus (23) folgt, dass 

dl 



4-."'--.f ] * '.[(^.^--■t) * (--t-^-t)] ^(-•^•-^•t) 
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^1^0 — ^0^1 



(".'é-^.^^h-') 



-C^) 



ist, worin a und b als Lösungen des obigen Nenners algebraische Func- 
tionen von z^y...z^y x und c 8ind,(^) so erhalt man 



(^) Sind die beiden LösungeD a und h einander gleich, so wird 




^,A 



^.5. 



I 



«.^ 



dB,z,-a 

"••IT 



UDd daher 




^.«. 



^.^. 



5a 






+ 



9jB, (a, — o)* a, — a a», 



^B. 


-A, 


,5. 




-A 


3B. 



und 




AB, 



AB, 



da 



^.'é 



i + 



AB, 



ABo 



— A 



dBf (z^ — a)' a, — a dx 
"3c" 



»9^. 
^'1^ 



A ?^' 



voraus sich 



J^C*, «,) = L 






"*' de 



ABo - AB, 



(a. - a)' 



ag ^' de "*' ac 3 / A^, — ^.-gp ■ _ 

+ a* ^.5. - ^.B. 3* ( B !di _ ^. !^' 



+ 






3a 



'3c ' 3c 3 



^.B. - A,B, 



dz^' A,B, — A,B, dz^\ „ dA, 



B. 



de 



A ^^' 



(a, — a) 



also violer wic obca ala eine ganzo Function zweiten Grades in a, ergiebt. 
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{A,B.--A.B,) 






a — b 

z 



!ht--.§]".[(».t-At)H-.t--.'f)"K«/^--.t) 



und 




a — b 



tdb dal {^da dh\ 



und hieraus nach (ii), wenn man wiederufn aus den angegebenen Griln 
den die logarithmischen. Glieder fortlässt 



'O' 



L -" — • T-^ ^ .^^ ■ 



^1^0 ""^0^1 



also eine ganze Function zweiten Grades in der willkCkhrlichen Grösséjgr^, 
und es wird daher in diesem Falle die Differentialgleichung die Form 
annehmen 

dz 

(24) ^ = ip,{x)z^ + (p^{x)z + f^{x), 

worin f'i(:z^), J^2(^)> ^z{^) algebraische Functionen von x bedeuten; um- 
gekehrt wissen wir aber auch nach S. 99 meines Buches, dass fftr alle 
Diflferentialgleichungen der Form (24) unabhängig von der BescbaflFenheit 
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der Coefficienten eine lineargebrochene Beziehung statt hat, und wir er- 
halten somit den Satz: 

Die einzige Klasse von Differentiaigleichungen erster Ordnung^ fur wdche 
das allgemeine Integral eine rationale gebrochene Function irgend einer An- 
zaJd particulärer Integrale sein soU, deren Coefficienten von der wUlkäkr- 
liclien Constanten und der tinabhängigen Variabeln algebraisch abhängen^ ist 
die durch die Gleichung 

dz 

dargestellte, und fur alle diese besteJU zivischen dem allgemeinen toid drei 
partictdären Integralen die Beziehtffig 

/25S ■ ._ g.g/g» — g.) + «.(g» — g.) /.v 



C) Es ist wohl nioht ttberflUssig zu bemerkeD^ dass, wenn auch Air die der Differen- 
tialgleichuDg 

(«) • ^ = i^,(«)«' + v>Å^)^ + vM 

zugehörigeD 4 Integrale z^ z^^ z.^^ z^ die durch die Gleichung (25) ausgedrUckte Beziehung 
besteht, welchc von dem expliciten x frei ist, doch unter gcwissen Umständen das allge- 
meine Integral schon dtirch zwei particuläro Integrale in rationaler Form darstellbar sein 
känn, in welche. jedoch die unabhängige Variable x explicite eintritt; deun bekanntlich 
geht die obige Differentialgleichung durch die Substitution 

f,(«) . dx 
in die homogene Hnearc Differentialgleichung 

d^u -r^du ^ 

t ■ 

tlber, in welcher 

ist, und es drUckt sich das allgemeine Integral von (a) mit Hulfe zweier particulärer Inte- 
grale 0j , z^ eben dieser Differentialgleichung und den beiden diesen entsprechenden particu- 
lären Integralen u^ , w, der Differentialgleichung (y) iu der Form aus 

n, + dt. 
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Die Untersuchung wäre somit fur alle diejenigen Falle abpreschlos.^en, 
in denen das allgemeine Integral sich als rationale Function irgend einer 
Anzahl von particularen Integralen ausdrticken iRsst, deren Coefficienten 
alirebraisch aus x und der willkUhrlichen Constanten zusamniengesetzt 
sind; dass es aber noch ausserdem Differentialgleichungen .erster Ordnung 
giebt, fttr welche das allgemeine Integral algebraisch, wenn auch nicht 
rational, aus einer Anzahl von particulären Integralen, der unabhUngigen 



worin c eine willktlhrliche Conslante bedeutet. Wenn nun z. B. der Quotient der bcidcn 
Integrale u^ , ii, eine algebraischc Function, also 

(v) ? = «'(*) 

I 
öder 

(oU) I 

(O ^1-^,= 



ist, 80 wird (e) in eine Beziehung der oben angegebenen Form Ubergehen 

(»\ z. + cw{x)z^ . 

^^> I + c<o(x) ' 

und zu dieser Form mag noch die folgendc crgänzende Bcmcrkung hinzugefUgt werdeo. 
Ich habe nämlich im § 9 meines Buches gezeigt, dass, wenn zwischen zwci Fundamental- 
integralen einer homogencn linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung und der unab- 
hängigen Variabeln x irgend eine algebraische Beziehung stattfindet, dann auch zwei parti- 
culäre Fundarocntalintegralc existiren, welche homogenen linearen algebraisohen Differential- 
gleichungen erster Ordnung genUgen, also die Form haben mtissen 

worin fi,(aj) und £,(*) algebraische Functionen bedeuten ; dann werdcn aber nach (/?) die 
entsprechenden particulären Integrale der Differentialgleichung (a) 

f^{x) y^{x) 

algebraische Functionen von x sein, und nach dem S. 82 mcines Buches bewiesenen Satze 
drtickt sich dann das allgemeine Integral schon mit Hill fe eiiies particulären in atgebra- 
ischer Weise in <der Form aus 

Aeta malhemalica. S. Imprlmé 17 Juillet 1883. 3 
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Vnrliibeln iind einer willköhrlichen Constanten zusaminengesetzt ist, geht 
schon daraus hervor, dass eine willköhrliche algebraische Substitution 

(26) z = F{x^ Z) 

auf die Differentialgleichnng (24) ausgetibt dieselbo in eine andere al- 
gebraische Differentialgleichung erster Ordnung 

(27) . S=<^(*'^) 

tiberfuhrt, fOr welche die algebraische Beziehung zwischen dem allgeinei- 
nen und drei particularen Integralen erhalten wird, wenn man den 
Ausdruck (26) fttr z ^= 2, z^, z^, z^ mit den entsprechenden Werthen 
Z = Zj Zj, Zj, Z3 in die oben gefundene rationale lineare Relation (25) 
einsetzt. 

Man könnte nun znr Untersuchung der MOglichkeit einer beliebigen 
algebraischen Beziehung zwischen dem allgemeinen und n particulllren 
Integralen wicderum von der Relation 

ausgehen und, wic es eben för rationale Functionen geschehen, hier fQr 
algebraische Functionen nachweisen, dass dies nur ffir solche algebraische 
Functionen möglich ist, welche aus einer rationalen, also nach dem bisher 
bewiesenen aus einer rationalen linearen durch eine algebraische Substi- 
tution von der Form (26) abgeleitet sind, und ftir diesen Nachweis wäre 
es, wie schon aus den Betrachtungen ttber rationale Beziehungen ersichtlich 
ist, gleichgttltig, ob x in die /'-Function explicite eintritt öder nicht. 
Ich ziehe es aber vor, mich hier einer anderen Methode zu bedienen, 
um die Anwendung der PrAFF^schen Differentialgleichung auf derartige 
Probleme zu zeigen und die Untersuchung der IntegrabilitÄtsbedingungen 
einmal an einer grösseren Klasse solcher Differentialgleichungen durch- 
zuftthren. Es wird nach dem obigen genOgen, hier den Fall zu erörtern, 
in welchem die unabhängige Variable in jene algebraische Relation nicht 
explicite eintritt, die Function f in (2) also x nicht enthalt; da dann in 
der Gleichung (11) 

\dc 
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ist, SO wird, weiin wir z^, 2?.^,...^„ (^^ ausgeschlosseii) wlUkuhrlichcn Cori- 
stanten gleichgesetzt denkcn, die Function f{x, z) die Form annehmen 



(28) 



f{x, Zp) = ip,{x)ip,{Zp) + (p^{x)ip^{Zp) + • • • + ipn{x)(f^H{Zp) 



und die fwthwendige Form aller Differentialgleichumfen, fur welche das all- 
(fenwine Integral eine algebraische Function von n algehraisch van einander 
unahMngigen Integrcden und der wUlkuhrlichen Constanten ist, in welclie die 
unabhängige Variable nicht eintrittj ist somit 



(29) 



dz 



— = ip,{x)ip^{z) + ipj,x)il)^{z) + • • • + ipn{x)i[fn{z). 



tvorin die reclits stehemien Functionen sämmtlich algehraisch situL 

Wir gehen nun auf eine gcnauere Uiitersuchung der Differential- 
gleich ungen von der Form (29) ein, fur welche zwischen dem allgemeinen 
und n particulilren Integralen eine Beziehung 



(29.a) 



Z — j{z^ , Z^^ . . . Zn-i C) 



existirt, in welcher die Variable x explicite nicht vorkommt. Beachtet 
man, dass ftir Zy z^y . , . z^ die Gleichungen bestehen 



(30) 



dz 



^ = i^l(^)S^\(«) + faWs^i(«) + • • • + <pn{x)ipn{z) 



dz 



;^ = fiWs^iC^i) + ^»Wv^C^i) + • • • + fnix)4>^{z;) 



dZfi 



aus denen sich die Differentialgleichung zusammensetzt 



(31) 



dz ■ dz. 



dz. 



• dzn 



= O, 



(,\(z) if\{z;) ip,(z^) . . . i/\{z„) 

i}\{z) iff^{z^) (,\(Z^) . . . ip^(Zn) 

M^) M^i) M^t) ' • • ^n{z^) 

80 känn man (30) als eine dieser Differentialgleichung genögende Bezie- 
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liung betrachten, f^r welchc nur zu uiitcrsucheri ist, in wie weit die 
Variabeln z^y z,^,^..z„ als von einander unabhängig zu betrachten sind. 
Biidet nian aus (30) das Totaldifferential 

?f df df 

(32) dz - ^ dz, + y- d., + . . . + V_ dz^, 

und setzt aus (30) und (32) die Ausdrueke fnr z und dz in die Difteren- 
tialgloiehung (31) ein, so ergiebt sicli ein Ausdruck von der Form 

(33) l\dz, + I\dz^ + • ■ • + l\dz^ = o, . 

in welcheni Pj , I\^,...I\ algebraisehe Functionen von z^, z^j...z„ be- 
deuten. Wäre z ein Integral von den n unabhilngigen Variabeln z^, z,^,...z„y 
so niDssten 

(34) P, = o P, = o . . ^ Pn = o 

identlseh befriedigt sein und unigekehrt; wir wollen beweisen, dass dies in 
der Tliat ini AUgeineinen der Fall ist. Denn seien die Grössen P alle 
öder zuni Theil von NuU versehieden, so wird die Gleichung (33) verniöge 
der Beziehungen (29.a) die Gestalt annehnien 

(35) P|{i^x(^-)v\(^x) + • • • + f«(*)v^(^J} + I\{¥>Å'')<1\(^.) + '" + fn(^)v^(^,)} + • • • 

• • • + PmJj^/*)^''^^») + • • • + f «(«*-) V^*(^«)} = 0-. 

und diese Gleiehung wird verniöge der Annalnne, dass zwiselien z^, ^^^'"'^n 
und X eine algebraiselie Bezieliung nieht stattfinden soUte, eine fUr alle 
Werthe dieser Variabeln identisehe sein nitlssen. Differentiirt nian nun 
dieselbe n — i mal nach einander nach Xj so erhält man 7i lineare 
Gleichungen in den Grössen I\j P^j...P„y deren Determinante, wenn 
nieht sämmtliche P Null sind, verschwinden mftsste; es wäre somit 

f'l(«)S^l(^l) + • • • + <Pn{x)^n{?il\ fl{^)^x{z^ + • • • + f>«(*)s^„(2J2), . . . f>i(«)S^i(0 + • • • 

••• + f>„(aj)f''n(0 

fi{^)<PM + ••• + fnix)^HiZx\ (p\{x)lpiz^+'"+ip'Jx)^J^Z^, ...S^'l('C)S^l(0 + ••• 

••• + s^'»(«)^^«(0 



= o 
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odcT 



(36) 






S^'i(^i) v^(^i) • • • V''«(^i) 



s^i(0 v^(^«) • • • v^C^J 



= o. 



so dass also fiir den Fall, dass nicht sämmtliche P verschwiridcn, die 
eine oder die andere dieser beideii Determinanteii verschwinden mttsste. 
Sei zuerst 



(37) 









<f'r'V) if^r'\'^) • ' ' f^r^x^r) 



= o. 



so folgt nach eineiii bekaiiiiten Satze, (^) dass zwischen jrj(.r), jr.^(j^), .. . jr^(.r) 



(*) der von Herrn Frobenius hcrrUhrt und im Journal fUr Mathematik B. 77 be- 
wic8C0 ist. Es mag hier bciucrkt wcrden, da^s man dicsen Satz aueh auf einem anderen, 
unmittelbar ersichtlichcn Wegc hcrlcitcn känn; c» ist nämlich Icioht einzuschen, dass man 
beliebige n Functionen von x 

f iWn fiW • • • M'^) 

Biets als particulärc Intcgrale eincr lincarcn homogenen Differentialgleichung ti^***^ Ordnung 
darstellen känn, da, wenn man 



(«) 



y = <^i f iW + c,f«(«) + • • • + <•«?>»(«) 



setzt, worin c^^ c^^ . . . Cn willktthrliche Constanten sein sollcn, und diese Gleichung (a) 
n mal nach einander diffcrentiirt, also 



V = c^f\(:x) + c^f\(x) + • • • + c^ffM 



(Ä 



y 



(«-i) 



c.f'."-"(«) + c,y>r"(«) + • • • + c.fL"-"(«) 



f' = c,<ri"W + '^,<'(«) + • • • + c.<'(«) 
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eine liiieare lioniogeiie 
Form 



Relation mit constanten Coefticienten von elur 



(38) 



^i^iW + ^if»W + • • • + ö/«f«W = o 



besteht; sctzt man den sieh aus dieser Beziehung crgebendcn Werth von 
jr„(:r) in die Differentialgleiehung (29) ein, so geht diese in 



dz 
dx 






+ 



<pn-M 



a, 



( «« v''«-i(^) — ^"- iV''»(^) I 



crhält, durch ElimiDation der GrösscD I, c^ , Cj,,...f« aus dcD n+ 1 Glcichungcn (a) 
uod (fi) die lineare homogenc DiffereDtialgleichuDg 11^" Ordnung hcrleitet • 



(r) 



y 
y' 



f '1 (*) <p'j w • • • f '-W 



,(•-« 



= 0, 






welche offeDbar jedes y zum Integral kabco. wird, welches aus (a) durch willkilhrliche 
Wahl der Grössen c^ , r^^ ...<*« hervorgeht, also aucli die Integrale ^jW, f^(x\ . . . ^u(^); 
da nun abcr der Coeffieient von 1/"^ 






<-^>(««^) f ^.''-^'W • • : <-*X^) 



vermöge der Gleichuug (37) verschwindet, so werden die Functionen f?|.(«), f »W-» • • ■ ^nC*) 
Integrale einer linearen homdgenen Differentialgleiehung (n — l)*" Ordnung sein, und es wird 
soniit zwisehen ihncn eine houiogeue lincare Beziehung von der Form (38) bestchcn mUssen. 
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■ 

ftber, deren rechfe Scite sornit nur aus der Summe von n — i Producten 
algebraischer x- und ^-Functionen besttinde. Wird ferner die Determinante 



(39) 



V''l(««) ^tM'"M^n) 



= o. 



SO muss diese Gleichung der Voraussetzung gemäss eine in den Grössen 
z^j z^j. . . z^ identische sein, und man darf daher z^^ z^^ . . . z„ willktihr- 
lichen Constanten gleich setzen, woraus sich eine homogene lineare Be- 
ziehung mit constanten Coefficienten von der Form ergeben wtirde 



(40) 



«lS^i(«i) + «»S^»(^i) + • • • + ön^„(«x) = O, 



welche wiederum ftir jedes z^ gelten mttsste, und die Benutzung dieser 
Beziehung wQrde die DifFérentialgleichung in die Form 



(41) 



Tx ~ V^ ^'>(') + Z ^'^'^ ^ 



, an(pn-\(x) — an-~\fpn{x) 
T fn-\\Z) 



a. 



tiberftihren — wir finden somit, dass in allén Fallen, in welchen nicht 
sämmtliche P der Gleichung (33) identisch verschwinden, die Differential- 
gleichung sich auf die Form bringen lassen muss 



(42) 



% = ^.W n^) + (I>M) V^Å^) + • • • + ^n-,ix) ¥,:.,{Z\ 



worin die und '/'' wiederum algebraische Functionen bezeichnen, und 
nunmehr angenommen werden darf, dass weder zwichen den noch 
zwischen den W eine homogene lineare Relation mit constanten Coefficien- 
ten bestehe. Ftlr den Fall also, dass sich die Differentialgleichung (29) 
nicht auf eine Differentialgleichung (42) mit weniger ähnlich gestalteten 
Summanden der rechten Seite zurtickftlhren lässt, wird (30) ein mit einer 
willktihrlichen Constanten behaftetes Integral der Differentialgleichung (29) 
mit den n von einander unabhangigen Variabeln ^^ , z^y...z„ liefern. 
Lässt sich jedoch die Differentialgleichung (29) auf (42) reduciren, so werden 
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jc n — /> + > Integrale derselben wiederum wie frfilier die yo + i totalen 
Differentialgleichungen liefern 



(43) 



dz 



dz. 



dz.. 



9\{z) »;(«.) *;(«,) 

9\{z) V\(z,) 9\{z,) 



dZn-p 

l-Jz,,-,) 



^n-piz) K-p{z,) *•«-,(«.) • • • <P;-p(2«-;,) 



= O. 



(44) 



iz 


dz^ 


dz^ 


dZn-p^\ 


*;w 


«";(«.) 


*;(^,) • 


■ ■ *;(«»-/.+!) 


f\{z) 


U\) 


n''.) •■ 


• n(2»-.+i) 



*;_/«) 9'n-pM ?;_/«,)••• r,_,(«,.„+,) 



= o, 



dz 


dz^ 


dz^ 


• d»« 


¥,{z) 


n»d 


^\{z,) .. 


• ^^';(«-.) 


1\iz) 


• •••••• 1 


<p;(^) ••• 


■ 9\{z,) 



9'n-p{z) 9n-p{z,) ?;_,(^J . . . y';_,(e„) 

mit der Reihe der resp. Variabeln 



= o 



(V) 



Z Äj Ä, . . . Zn—p — 1 ^w— /> 
Z 2Jj ^2 • • • Zn—p-.\ Zfi^p^x 



Z 0j 2» j . . , Zn—p — 1 Zji ^ 



lind es fragt sich, wie der Ausdruck (30) als Integral des Systems dieser 
p + I totalen Differontialgleichungen mit n + i Variabeln aufzufassen 
ist. Setzt man den Worth ftir z aus (30) und 



tJber die eioer DifFercntialgleichung angehörigCD sel bsiän digen TransceodenteD. 25 

in die Gleichungen (43) und (44) ein, so erhält man die Beziehungen 

Z„ dz^ + Z^^dz^ + + Z,ndz„ = o 

Z^.dz^ + Z^^dz^ + + Z^ndzn = o 

(45) 



Zp^wdz^ + Zpjf.\<idz^ + • • • + Zpj^\ndzn = o, 
und wenn aus diesen /> + i Gleichungen die p Differentialien 

^^11— /) + ! t d^n—p+i-, . . . d^n 

eliminirt werden, so ergiebt sich eine totale Differentialgleichung 

(46) T,dz, + T,dz, + "' + Tn^pdZn^p = o, 

in welcher T^ , T^j...T^_p algebraische Functionen von ^, ^^ , z^j...z,, 
sind. Wären nun die T-Grössen nicht identisch Null fQr alle Werthe 
dieser Variabeln, so folgte aus (46) mit Benutzung der Differentialglei- 
chung (42) 

(47) T, { 0,{x) 9\{z,) + . . . + 0n-p{x) 9n.p{z,)} + T, [ 0,{x) 9\(z,) + . . . + 0„.p{x) Vn-Xz,) 

+ . . . + Tn-p[ 0^{X) 9\{Zn^p) + . . . + 0n-p{^) 9''n-p{Zn-p)) = O, 

welche wieder, weil der Fall, dass schon eine algebraische Relation zwischen 
Xy ^j, z^j...z^ besteht, ausgesch lössen war, identisch bestehen muss, und 
es wird daher genau wie oben durch successive Diiferentiation nach x 
sich ergeben, dass, wenn nicht alle T identisch verschwänden, zwischen 
den n — p ^ (.'r)-Grössen öder zwischen den n — p '/^'(^)-Grössen eine 
lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten bestehen mttsste, 
was als möglich ausgeschlossen ist, da die rechte Seitc der Differential- 
gleichung (42) bereits auf die kleinste Anzahl von Summanden reducirt 
angenommen wurde. Es werden daher die identischen Beziehungen stiitt- 

finden 

r, = o, r, = o, Tn-p = Q, 

• 

und somit ^, , z^y...z„_:p unabhJlngige Variabeln sein; es ist daher (30) 
in diesem Falle ein mit einer willktthrlichcn Constanten behaftetes Inte- 
gral mit n — p willkuhrlichen Variabeln des Systems voii /> + i totalen 
Differentialgleichungen (43) und (44) von n + i Variabeln. 
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Fassen wir die beiden FäUe, von denen der erste ein speciellcr Fall 
des zweiten för /> = o ist, zusarnrncn, so erhalten wir den folgenden Satz: 

Wenn eine Differential gleichung erster Ordnung die Eigenschaft hat, 
dass zwlschen ikrem aUgemeinen Integräle und- n ihrer particuldren Integraie 
eine von einer iviUkuhrlichen Constanten ahhdngige, aber von der tinahhängigen 
Variabeln x freie algehraische Bezieliung von der Form statthat 



(48) 



Z — f{z^ , Z^^ . . . Zn-i c), 



wobei vorausgesetzt wird, dass nicht schon zwischen z^, z^, , . . z„ und x eine 
algebraische Beziehung bestehiy so hat die Differentialgleichung die Form 



(49) 



dz 



^ = 9i(^)</\{^) + ?8(«)S^j(«) + • • • + ^n-p{x)ipn-p{z\ 



in welcher angenominen werden darf, dass ztvischen ^^{x), y^{^), • > -^n-pi,^) 
sowohl als zwischen ^\{z)y ^^{^)i - • * <pn-p{^) '^if^hi mehr eine homogetie lineare • 
Relation mit constanten Coeffidenten eristirt, und es ist dann die Beziehung 
(48) ein mit einer wUlkuhrlichen Constanten versehenes Integral des Systems 
von /> + I totalen Differentialgleichungen von n Variabeln 



(50) 



dz 



dz. 



« • • 



dZn^p 



^i(«) V''i(«,) ••• V''i(«— it») 



</f„-p(z) (l^n-piz,) . . . </'n-p(Zn-p) 



= O, . . . 



dz 



dz. 



dz. 



4\i^) V''l(«|) • • • ^Å^n) 



^n-p(z) (f'n-p{z,) . . . f''„-/,(««) 



= O, 



tvelches n — p unahhängige Variabeln enthdlt. Umgekehrt wird aber auch, 
tvefin dOrS Systern von Differentialgleichungen (50) ein Integral von der Form 
(48) besitztj jede Differentialgleichung erster Ordnung von der Form (49), 
tvås auch ^^(;£), ^^i^), - - ' f^n^pi^) f^^^^' Functionen von x sein mogen, die 
Eigenschaft haben, dass das allgemeine Integral eine wie oben charakterisirte 
algebraische Function von n particuldren Integralen isty 

und dies letztere ist unmittelbar daraus ersichtlich, dass, wenn z das 
allgcrneine und z^j z^y . . . z^ particuläre Integräle von (49) darstellen, aus 
den durch Einsetzen dieser Werthe in (49) hervorgehenden Differential- 
gleichungen sich die Reihe der Differentialgleichungen (50) ergiebt, fQr 
welche die Existenz eines Integrales der Form (48) angenommen wurde, 
das somit die verlangte Beziehung zwischen dem allgemeinen und n par- 
ticulilreii Intesrralen liefert. 
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Beschäftigen wir uns zuiiäcbst mit dem Falle, in welchcm /? = o 
ist, und somit der Zusaninienhang (48) einer Differentialgleichung von der 
Form zugehört 



(5 



^ = <pM^i{i) + f ,Wv\W + 



+ f«(«)s^'«W, 



fttr welche weder zwisclien den <f{/)' noch zwischen den ^»(<2f)-Functionen 
eine homogene lineare Beziehung mit constanten Coefficienten stattfindet, 
und stellen die Frage, in welchen Fallen die Bijferentialgleichung 



(52) 



dz dz^ 



dz^ . . . dzn 



V''«W M^i) M^t) ' • • M^n) 



ein algebraisches Integral 

(53) 



Z ■ J\2i'i ^J 1 • • • ^H ^ ^J 



hesUzty worin c eine ivillkuhrliclie Constante und z^, z^^ , , . z^ von einander 
unahhängige Variahle sind. 

Bringen wir (52) auf die Form 



(54) 



Rdz + R,dz, + R^dz^ + • + Rndzn = o 



und setzen naeh (53) 



5/ 



v 



dz = :f- ih, + / dz, +••• + —- dZn 



^z. 



CZ^ 






in diese Gleichung ein, so erhält man 



+ 



+ 



("I 



+ Rn]dZn=-0, 



deren Coefficienten der Annahme gemass idcntisch verschwinden mUssen, 
und es ergiebt sich somit 



2/ Ä. 


2/ /?. y Jin 


■ dz. Ii ' 


2/, Ii dz„ R ' 
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woraus die Inte<j:rabilitrit.sbe(linjxuiiojeii folcrcn 



H. ' 



//. 



(55) 






li.\ 



Sz. 



Sz. 



^^3 ^^1 



:^;r) Kl--) 



C^Zn 



^Zn-l 



dcTcn Aiizahl ^^^^^^ ist, oder auch 



(56) 



"P^-t]^^"-^^]^^"'-^!] 



=: O C) 



uiid die SVhnlich gcstalteten, in denen iiur dic Cutubinatioii i 2 durch irgend 
cinc aiidere a^? zu crsetzfii ist. Beachtut man nuii, dass nacli ' (5 2) 



(57) 



H = 



'/•M) 


v''.(-%) 


• ■ ■ </\{z») 








i'\(^) 


V''.(^.) • ■ 


■ </\{^..) 


V''«(^.) 


t 

9'',(z,) . . . <,\{z„) 


"i 


//. 


=^ 


V''.(^) 


v''.(^,) • ■ 


■ U^,) 


V'«(-'.) 


(f''„{z^) . . . ^'>n{z„) 








V''«(^) 


•/•niz^) ■ ■ 


■ </'«M 






</\(^) y''.(^.) 


V''.(^.) • • 


■ i-\(^») 










K- 


U^) <rM^r) 


S-'',(«,) • • 


• i-'',(^») 


1 


• 






V''«(') </•>■ 


(^.) 


S^'«(^J • • 


• i-''«(o 





uiid dass, weil die Glieder je einer Vertiealreilie iinmer iiur von einer der 
Variabeln abliängig sind, das Differential einer jeden dieser Deterniinanten 



(^) Bekunotlich könncn diesolbcn auch, wonn z durch z^ , R durch i?„ crsotzt und 



sila Slf^i 



^> 



SZa 



(«, /?) 



gcsetzt wird, durch die Delcriuinantc ausgcdrUckt werden 



(00) (01) (02) 
(10) (U) (12) 



TL R. 



R. 



= o 



und die ähnlich geHtaltctuo. 
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nach einer der Variabeln aus der entsprechenden Deterrainante erhalten 
wird, wenn man die entsprechenden Functionen einer Verticalreihe durch 
die Ableitungen derselben ersetzt, so geht die Gleichung (56) in 



(58) 






M^) ^'n (Z,) + ^'n {Z^ i\(z^ . . . V^(-2:„) 



s^i(^i) 41^^ 4\i^^) • • ' ^iM 

^Å^i) 4M 4'ti^s) • • • S^«W 



M^i) M^%) M^z) ' • • M^") 



+ 






"l^niz,) V'''« (-?,) + ^'n {Z) 4\{Z^) . . . 4^n{z„) 



S^i(0 V'\W S^iC^a) . . . f\(^«) 

S^«('2:J v''iW S^»(^s) • • • 4\{Zn) 



M^t) v''«W ^''»(-2^3) • • • M^») 



+ 






S^wC-Z^i) ^'« (<2) + v'^'« (-^i) ^''"(-23) • • • M^n) 



U^) vV(^t) s^i(0 . . . s^'iW 
v\(^) s^'i(^i) v^C^a) • ■ • ^ti^^n) 



V^W ^-''»(-2^1) ^'''•('^s) • • • • 4'niZn) 



= o 



llber, und die Gleichung muss eine ft\r alle Werthe von z^y z^j . . . z^ 
identische sein, weil sie von der willktthrlichen Constanten c frei ist, also 
mit der Gleichung (53) nicht zusam menfallen känn, andererseits aber ein 
gleichzeitiges Bestchen dieser beiden Gleichungen durch Elimination von 
z einen Zusammenhang zwischen i?,, z.^y...z^ liefern wörde, während 
diese Variabeln von einander unabhängig sein sollten. Betrachten wir in 
der Gleichung (58) die Grössen z^, z^y...z^ als Parameter und sehen sie 
nur als eine Gleichung in der Variabeln z an, welche för alle Werthe 
von z identisch sein muss, so erkennt man unmittelbar, dass die Ablei- 
tungen der ^-Functionen der Variabeln z nur in dem Ausdrucke vor- 
kommen 
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(A) 









s^iC-z^i) i\^^ "PM • • • s^iW 



M^t) S^'» W ^''''•(^s) • • • M^n) 



M^t) M^) M^s) • • • M^n) 

^M s^iW ^\(^s) • • • M^n) 
^'M s^.W s^iC-^s) • • • ^'tM 



^'n{z,) </'n(z) MZ,) . . . M^^) 



während alle andereii Ausdrftcke nur eine hoinogene linearc Function der 
Grössen ^i(-2?), ^^(f^)^ ' ' ' ^Å^) lieferu. Sctzt man iiun den crsten Posten 
von (A) in die Form 

öo sieht man unmittelbar, dass, weil der zweite aus dem ersten durch 
Vertauschung von ip^(z) mit ^J/) hervorgeht, dieser die Gestalt annimmt 

U,V\W + -4.V^W + • • • + AnUz)][B,i/^\{z) + B,4\{z) + . . . + B,^\{z)\, 
und dass daher die Gleichung (58) auf die Form gebraeht werden känn 

A 

(59) A. /x a,,,[^AWs^VW - M^\^'Å^)\ = T, 4>,{z) + T,^,{z) + • • • + TnU^\ 

worin A a die ^^^^ ' ^ Combinationen verschiedener Indices von i bis n 

2 

annehmen^ und a^,, sowie T^ , l\y. . . T^ algebraische Functionen von 
z^y z^j...z^ bedeuten, die als Parameter aufgefasst wurden. Da wir aber 

auch ^^^ ^ solcher Intégrabilitätsbedingungen (56) haben, so werden sich 
2 

ebensoviele der Gleichung (59) analoge Gleich ungen ergeben, und man 



wird aus diesen in den 



n(n— I) ir 



Klammern der linken Seite linearen 



Gleichungen diese homogen linear in den rechten Seiten in der Form 
ausgedrtlckt erhalten 

(60) M^)M^) - M^)M^) = v['''^\i^) + v'^''U^) +'+ Vn''Mzl 
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worin die U-GrOssen wiederum algebraisch von z^, z^,. . . z, abhftngen. 
Wfthlen wir A = i, setzen ferner 



(6 1) 






=: V 



/«•) 



dz 



= d^ 



so erhalten wir aus (60), wenn fi ^ 2, 3, . . . w gesetzt wird, 



(62) 



dv, 



dt 

dv, 
dt 



* = U +P' v 4-17 v +...+ 17. v 



= f^,. + U,,v^ + l\,v, + . . . + U,,^ 



dVn 

dt 



= l^,n + V^^^ + l^SnVs + • • • + I^n«««, 



worin die U wieder säinrntlich als Constante in Bezujj auf v„ und t zu 

o p 

betrachten sind. Beatimmt man nun n — i Constante a^, ag, . . . a„ derart^ 
dass 

^11 + ^fi«» + ^st«3 + • • + ^•i«. = o 



Vxn + r/,,a, + V^^a^ + • • + I^«„a, = O 



iat, so gehen mit Htilfe der Substitution 



(63) 



Vp = Wp + a. 



die Diflferentialgleich ungen (62) in 



(64) 



dw^ 
It 

dw^ 
dt 



= l^„t^, + l\iW^ + • • + U^^w 



flw, 
ät 



= ^tS^^t + f^8S«^S + • • • + f^.3tl^, 



= l'^.'lO^ + C^8-1^ + • • + U^n^Uf, 
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ttber, deren Integrale bekanntlich, wenn v, , v^, . . .u„ die Lösungen der 



Gleichung 



(6S) 



U..— 



V. 



%% ^ '-'sa • • • ^ n% 



... u. 



u„ 



U,,-u... v. 



m8 



u. 



tn 



U. 



Sn 



U..— 



nn 



= O 



bezeichnen, und ein Constantensystem aus den Gleichungen bestimmt wird 



• \ 



(66) 



U„ A'f + {U,,- v,)Ai'^ + ■■■+ I^.s^i"' = o 

u„A'^ + u^A'^ + . . . + (F.„ _ , j^w = o, 



durch die Beziehungen dargestellt werden 



(67) 



w 



j,{2) vJt . AZ) v.f , , An) v t 



<"> -V 



aH^) VJI , ^(8) Vit , . ^(n) 1 



4(2) VJt , j(3) v,/ • , , j(n) v t 



Man erhält somit vermöge der Substitutionen (61) und (63) die nach- 
folgenden Beziehungen 

f '''_ fjL- 



(68) 



f d: r dt 



(2) 



v''»(^)-«nvV^) + ^X"v\We 



r dz 

v vMO ^ . . . 4. 



l(«) 



c,^rv^'.(^)e 



'v Ät 



worin (p^{^)y ^^i^)^ ' ' ' ^n{^) algebraische Functionen von z sein mttssen; 
wir durften die Grössen v^, ^3,...^» hier als verschieden betrachten — 
wären sie nicht verschieden, so wörden zu den Exponentialfunctionen noch 
algebraische. Functionen von t hinzutreten — weil die Coefficienten der 
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Gleichung (65) von den völHg willkuhrlichen Grössen z^, z^,...z^ ab- 
hängen, welche wir als Parameter betrachteten. Aus der Bcziehung 



(69) 



^J = «, + c,A?^''fm + c,aTb'J^ +■■■ + CnA[^'t'^f^ 



, ...e •> ''■'^'^ linearen Glei- 



folgt aber durch (n — 2)-malige successive Differéntiation nach z ein Sy- 

stem von n — i in den n — i Grössen C ''^ *''''' " "'' * 

ch ungen C), aus denen sich 

f dt 
e ""J «'> = FJz) 



(70) 



ergiebt, worin F^{z) eine algebraische Function von z sein muss — ^nd 
dass das lincare System auflösbar ist, geht daraus hervor, dass die De- 
terminante nur fftr gleiche Werthe der v-Grössen verschwinden wörde; 
aus (70) folgt aber 

worin ^ eine rationale Zahl sein muss, da der Ausdruck eine algebraische 

Function sein soll, und da (p^{z) nach (70) fflr /> = 2 durch den Aus- 
druck definirt ist 

^ '^^^ F\ (z) 
so folgt, wenn l'\{z) = F{z) gesetzt wird, aus (69) das Gleiclmngssystem 



(70 



<^.(^) = 



FXz) 



U^) = 



«. v, F{z) _!_ fc„v,y _^y^v, F{z) '. 



-' 4. 1 



F\z) 



F{z) 



FXz) 



+ ■■• + 



FXz) 



'-+1 



V'U^) = 



«.", F{z) ^ h,v,Fizy A-,.v,.F(^)-« * • ' 

T i.»/ TT— T TTT"^ T 



!^+i 



FXz) 



F{z) 



F{z) 



F{z) ■ ' 



C) Der Fall, in wclchem c^ = r., = • • • = f „ = O ist, darf auageschlosacn werden, 
weil dieser </\{z) = a^<}\{z), . . .^'J^z) = a^({\{z\ alao lineare homogone Kelationen zwischen 
den ^-Functioncn liefern wUrde, was gegcn die Annahmc wäro. 
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worin die k Constanten bedeuten. Setzt man diese Werthe von (}>^{z\ 
^J^z\'..i})J/) in die Difierentialgleichung (51) und föhrt die abhängige 
Variable Z durch die Beziehung ein 

(72) F{z) = Z, 

so geht die DifFerentialgleichung tlbcr in 

worin e^, ^4,...^» rationale Zahlen bedeuten; setzt n^an endlich 

lind bezeichnet durch p das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 

Ä ' Ä ' • • • y'» ' ^^*^* ferner 






— Ti ^ • • • iD — r» 



und 



(74) ^=/. 
80 ergiebt sich die Differentialgleichung 

(75) ^ = y.C*)/' + P,(a')/' + • • • + F.(*)/* , 

in welcher /ij, /t,,.../J„ ganze positive öder negative Zahlen bedeuten, 
und wir finden somit^ da die Differentialgleichung (51) als eine vermöge 
der algebraischen, die unabhängige Variable x nicht enthaltenden Substi- 
tutionen (72) und (74) aus der Differentialgleichung (75) abgeleitete be- 
trachtet werden känn, den folgenden Satz: 

Sämmtliche Differentidlgleichungen erster Ordnung, fur weUhe das aH- 
gemeine Integral eine algebraische, van der unahMngigen Variabeln x freie 
Function von n particulären Integralen isty die nicht schon selhst mit x und 
unter einander in algebraiseher Beziehung stehen, haben die Form 

dz 

^ = f.Ws^.W + f,(*)v^'.W + • • • + f.(«)W^); 
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unter den hierin entkaltenen Differentialghkhungen werden unter der Vor- 
aussetzung, dass weder die Functionen ^^ (x), . . . pjx) noch ip^ {z), . . . ipjiz) 
unter einander in homogener Unearer Belation mit constanten Coefficienten 
stehen, nur diejenigen jene Eigenschaft hesitzen könneny wdche die Form haben 

worin fx^, f^^j^ - • fJ^n g(i^ze positive öder negative ZaMen bedeuten, öder die- 
jenigen, welche aus dieser Form durch eine von der undbhängigen Variabeln 
freie algébraische Substitution fur die abhängige Variable abgdeitet sind, 

und es ist unmittelbar einzusehen, dass, wenn för eine solche Diffe- 
rentialgleichung die verlangte Eigenschaft statthat, dieselbe auch besteht 
fQr jede andere Differentialgleichung, die durch eine derartige Substitution 
aus der ersteren abgeleitet ist. 

Untersuchen wir nun, welche Differentialgleichungen erster Ordnung 
von der Form 



{?(>) 



^ = VÅ'^)^' + V%{^)^ + • • • + <Pn(,x)^ 



die verlangte Eigenschaft besitzen, öder, was nach den frttheren Aus- 
einandersetzungen dasselbe aussagt, för welche Werthe /i^ , /i, , • . . /i» die 
totale Differentialgleichung 

dz dz^ dz^ . . . dzn 



(77) 



^' ^' 4' ...4 



n 



Z*» y^ 4* ...-^,? 



= O 



JU Jl» Jim Ji» 

» Z\ »2 ' • • Z^n 

der oben aufgestellten Bedingung der algebraischen Integrabilität mit n von 
einander unabhängigen Variabeln gentigt. 
Machen wir in (yj) die Substitutionen 



(78) 



z 



-/»i+i _ 



= ^ 



,-;*i+i _ 



*1 ' ' — M 5 • • • ^n — *n\h 



-H+l _ 



C) Ist /Uj » I, 80 kaon diese Substitution nicht angewandt werden; wir machen dann 
eine andere Horizontalreihc zar zwcitcn und sctzen z. B. 
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SO geht die Deteriiiinantc (77) in 



/ 


ll 




Ih 


+ 


I 


si'' 








IH- 


7^1 


si'' i 


-/*! 


+ 1 



di 



"^1 



4' 



di, . . . 






Ih + > 



dL 












/4— /M 












4- <i 



Jh /-/*! + ! 



= O 



oder nacli Weglassung der Factoren in 



(79) 



di 



di. 



df^ . . . di„ 



i 






il 



-/*! + ! 



• • • 



i 






< 



-7*1+1 



Z^»-/*! 

^-/M+1 



^ 






= O 



tlber, und cs wird auch fiir diese Gieichung der Voraussetzung geuiJlss und 
in Folge der algebraischen Substitutionen (78) ein Integral von der Forui 



(80) 



i — fii^i-) *'ji • • • *n') c) 



existiren mttssen, worin /j eine algebraische Function und t^, f.^j . . . t^ 
von einander unabhängige Variable sein werden* Setzt man in (79) und 
(80) die unabhängige Variable ^« = o (^), so folgt, dass die totale Diffe- 
rentialgleichung 



C) Das BcdcnkcD, dass, wenn i^ = O gesetzt wird, die Gliedcr der letzten Vcrtical- 
reihe mit ctwaigcm negativen Exponenten uncndlich wttrden, känn dadurch gchoben werden, 
dass man die Thcile der rechten Seite der Differcntialglcicliung (76) so ordnet, dass, wenn 
sämmtliche /i un ter der Einheit liegen, man fUr fi^ die kleinste dieser Zahlcn withlt — 
dann sind die Zähier und Nenner der ^Exponenten sämmtlich positiv — , wenn die /i 
alle grösser als die Einheit sind, dann fdr //^ die grösste dieser Zahlen nimmt — dann 
sind Zähier und Nenner sämmtlich negativ — und wenn endlich einige der /i-Grössen 
kleincr, einige grösser als die Einheit sind, so wUhle man fUr /i^ unter allén denjcnigen 
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(8i) 



das Integral 

(82) 



dt 



dt. 



dt. 



l^-l^i /4-/M /h—t^i 



^-"i+l ^~/*»"'"^ 



t.-'^^' 



dtn-] 






flH- fil /U- Hl fn-lh 



t Cj i2 ... C;! 1 



/U-/<| 



= O 



* =/i(^^ ^«^ • • -^--ii o, c) 



besitzt, worin i,, ^j,...^, i von einander unabliängige Variable sind; setzt 
man hierin wieder, indeni nian zur Abkttrzung 



fi,—/i i ^ ^ 



— th + 1 



1 1 



/fs — /^, 



= v, 



j , . . . 






= Vn-1 



macht, 

(83) 



r^»+^=«, 






80 geht die Differentialgleicliung wieder in 



(84) 



du. 



du. 



du^ . . . dun^i 



u 









Vj— v, 



Vg— Vi 



— v. + l — v, + l 

■Ma * ...t*i,-i 



V»-l — V| V«»-l - V| Vw-I— V| V|»-l — V| 



= O 



öber, und diese letztere hat ein algebraisches Integral 



(85) 



^^ =^f'Å'^f> ''*»^- ••^*«-i. c), 



worin u^, u,^y...Un,i unabhängige Variable bedeuten. Setzen wir auch 



/i, welchc untcr der Einheit liegeD, die klcioste, es werdcD dann Zähler und Nenner wieder 
positiv werden; der Fall, dass eine der //-Grössen der Einheit gleich ist, ist offeDbar.Dicht 
ausgeschlosseD, 
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hier wieder geiiau wic oben w„_i = o, so erhaltoii wir die totolc Diffcren- 
tialgleichung mit n — 2 unabhängigeii Variabeln 



(86) 



du 


du^ 


du, . . . 


dUn^l 


Wj— v, 


v, y, 


Vt—Vi 


H-^i 


-v. + l 






«~*'» + ^ 
•«ii-l 


V»-l — W| 


v» 1— v, 


v»_i —v, 


v» l— V| 


«-"+' 


Ml 


1C2 . . 





= 0, 



welclie ein Integral 

(87) 



n =/,(Wi, Wj, . . . Vii-2, o, c) 



mit n — 2 unabhängigen Variabeln besitzt. Schliesst man so weiter, so 
folgt, dass unter der Voraussetzung, dass die Diflferentialgleicliung (77) 
der oben aufgestellten Bedingung der IntegrabilitUt genftgt, nothwendig 
auch die Differentialgleichung 



(88) 



dv 


dv^ 


dv^' 


dv^ 


dv^ 


I 


I 


I 


I 


I 


^i 


v{' 


t;S> 


^f 


<' 


v^ 


v? 


^2 


v^ 


^4 


v^ 


<• 


Vj» 


^ 


^' 



= o 



ein Integral von der Form 



(89) 



v==m{v,, v,, V3, v,, c) 



wird haben mössen, worin v^y v^j v^j v^ von einander unabhängige Va- 
riable bedeuten. Wir werden nun nachweisen, dass dies nie der Fall sein 
känn, und dass daher auch die ursprttngliche Annahme fftr die Diflferential- 
gleichung unstatthaft war, wenigstens so länge n> 3 ist(*). Denn ange- 



Ich untersache die lotegrabilitätsbedioguDg der DetermiDante (88) oicht uomittel- 
bar, weil ioh die bei der oben gewählten Methode fUr die Reduedon des Problems sioh 
ergebendcn Resultate fUr die IntegrabilitätsbediDgungen von Determinanten von niederer Ord- 
nung als der 5^ i°i Folgenden braache. 
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nonimen (89) wÄre unter der gemachten VorauRsetzung ein Integral dfiv 
Differentialgleichung (88), so wörde, wenn v^ wiederum Null gesetzt wUrde, 
auch die Differentialgleichung 



(90) 



dv 


dt\ 


dv. 


dv^ 


1^1 


<> 


t^' 


< 


tjp^ 


v^ 


it 


«t 


i^ 


v^ 


It 


»t 



= o 



,1 



das Integral 



(91) 



v = Q)(y,, v,, t;,, o, c) 



mit 3 unabhäiigigen Variabeln besitzen und mttsste somit der oben auf- 
ge^tellten Bedingung der Integrabilitat genttgen. Dies letztere ist aber niir 
möglicb, wenn p^j />,, p^ bestimmten Bedingungen unterliegen; denn sei 
p^ eine von der Einheit verschiedene Grösse, so wörde die Substitution 



(92) 



t-''» + ^=f, rr^» + ^=:fj, 7;7^> + ^=f,, ^»^^=^8 



die Differentialgleichung (90), genau wie oben, in die Gleichung 



(93) 



tlberftlhren, för welche 
(94) 



d^ rff 1 df 2 ^f 3 



f'* er & $t 



f^ $^ $? 



Ä^ 



= o 



f=fi(f,,f„f,,o, 



und f, , fj, fg von einander unabhangig wären, und wir untersuchen 
nunraehr direct die Bedingungen för die Integrabilitat dieser Gleichung. 
Biidet man fttr dieselbe die Gleichung (56), so ergiebt sich 
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+ ö-, e°*f r ' — ö-i e°^er'-' + ^, ^r' $? — o, er- ^r ' + ^r, e" ^r * — ö-, ä"-' e°^ j 



+ [^i'^?—s?^?—S"S? + ^'e°^+ r-fi^— ere-^jf^Ti e^-^^^—a, $,"$"-' 
— ff, e"'-' e,°^ + <r, $^ f-^' + <r, er--' e,-^ — a, er' c»" — ^^i sr' ^ + ö-, e,'- er' } = o, 



welche Gleichutig för alle Werthe der Grössen $, $, > 6,» fj erfollt sein 
intksstc; nehmen wir ö-, > <r, an, und suchen in dieser Gléichuiig das 
Glied mit der höchsten Potenz von fj , so ist dicse fj"^ und ihr Coefficient, 
welcher wiederum identiseh fflr alle Werthe von f ,. ^, , f , verschwinden 
mQRSte: 



^i{e."er'— fr-e, 



ff, ^ff,—\ 



f..^.,-i^f..^.,--i^f.,-i^., 



r^er^, 



und man sieht sogleich, dass dies nur dann möglich ist, tvenn tr^ ^^ i ist; 
suchen wir weitcr in der obigen Gleichung (95), jetzt un ter der Voraus- 
setzung ö-j = I, den Coefficienten von $^'^''' = $^^\ so wird dieser 

und es ist hier wieder unmittelbar zu sehen, dass dieser nur dann iden- 
tisch verschwindet, wenn ö*, = 2 ist; wir erhalten soinit den Satz, dass 
tmter allén in der Determinantengleklnmg 

d^ de, d$, < 
I I I I 

in welcher <r, und a^ rationale ZaMen bedeufen, enthaltenen Differentialfflei- 
chungeti mir 
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(96) 



d$ r/e, rfe, de. 



f e, 



fa 



f* f? ^ ^ 



= o 



cfer Bedingung der IntegrabUität fur drei unahhängige Variable fj, f^, fj, 
genugt{^). 

Da nun also, wie aus der Substitution (92) mit Röcksicht auf die 
Form (79) hervorgeht, die Deterrninantengleichung (90) dann und nur 
dann der Bedingung der Integrabilität genttgt, wenn 



<T. = 



Pi '- Pt ^ I 
-/>, + ! 



^« = 



- Pf^—Pt - 



-/>! + » 



also 

(a) 



1 ? 



/>, = I 



/>, +2 



ist, so folgt, dass die Determinante (88) nur dann der Bedingung der 
Integrabilitat genttgen könnte, wenn sie die Form hat 



(97) 



dv 



dr 



dv 



dl 



8 



dv 



'■o 



,/»i 



?«/'l 



1 
v 



t^pi 



1 '2 



».«! 



?' 



'4 



/>l + 2 ^,-/>i + 2 ^,-/>i + 2 



r. 



:t 



= O 



(*) Dass dio DctcrminanteDgleichung (96) auch wirklich der Intcgrabilitätsbedingung 
genUgt, ist unmittcibar crsichtlich, da die Gleichung (56) in dicscm Falle in 

+ (f -f,Xf - f3)(f, - «(?. - fsXf + f, - f - f,) 
+ (f - f. Xc - fJ(f, - f.Xc, - f,Xf . + f - f. - f,) = o 

oder 

(f. - f .Xf . + f. - f, -^) + (f- ?,)(? + f. - f . - fj + (c. - m + f- f. - f,) = o 



libergelit, welcho fUr alle Werthc von f , c, ^ C^ -> C^ erfullt ist. 

i4r/a mathematica . 3. ImprimA HO JulIIot 18SH. 
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und es soll endlich gezeigt werden, dass diese fftr kein rationales p^ der 
Integrabilitiltsbedingung fttr 4 iinabhangige Variable v^jV^^v^j v^ gentigen 
känn. Um dies nachzuweiscn, könnte man mit Benutzung der Gleichung 
(58) zeigen, dass die Beziehung 



+ 



I 





I 


I 




I 


• 

v 


2 


''3 


'•4 





''1 


1^> 


• 


< 


t-j- 




<' 


},-/>l-h» 


{-pi + 2){'\'"^' + rl 


-/>. + !) ,,-/>,+2 


17"'+' 




»T 


I 


m 


I 


I 




I 


^'1 


2 


^'3 


''4 





^» 


t^' 


/),(»'5'-'+f'^'-') 


7-S' 


»f 




^-5' 


.,,-p.+* 


(-/), + 2)(rr'+' + r- 


-pi+n „--/'i+2 


„-p.+* 




»T 



t\ 



«?. 



I*/»! 



rPl 



t»J» 



-/>i + 2 -„-/»i + 2 ^,-Pi+2 «,-/»i + 2 



i; 



?\ 



t^i 



v 



i»pi 



r 



3 



.^i 



v 



»^ 



-i»i+2 ^,-/>i+2 -„-/>i+2 ,-/»i + 2 



?; 



«» 



3 



?1^ />i(^""'+^1'"') 



3 



•»pi 

^8 



11^. 



?f 



-/>i + 2 



t.-/>i+2 (— ^^ + 2)(<;-''»+^+«;r^»+') r-^^^+^i'-^» 



v 



^1 



v. 



v?» 



«; 



3 



v 



3 



t' 



vi' 



v 



-Pi+2 ^,-Pi+2 ^-Pi+2 ^-pi+2 



V 



l\ 



= 



nicht fttr alle Werthe von i;, t;, , i;^, Vj, t;^ identiseh erftillt werden känn, 
doch wtlrde dies eine etwas umständliche Reehnung erfordem, und wir 
wählen daher eine wesentlich davon verschiedene Betrachtung, die un- 
mittelbar zu dem gesuchten Resultate fQhrt. Durch Vergleichung von (97) 
mit (52) ergiebt sich, wenn die Variahlen v durch z ersetzt werden, 



— .fl 



^ .-/»!+« 



also 



A(^) = I s-^W— ^ s^sW = ^'' U») = » 



^'M^o </'Az)^i ^'Az) = py' . ^'Az)^{-p^ + 2),-'^^\ 



und es wird nach (60), worin die t/-Grö8sen von z unabhängig sind, in 
unserem Fal le 



(98) 



M^K^'A^) -'M^)^n{z) - P^' + Tf^^^z + vf"V^ + l/^>.-^+^ 
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sein, welclies auch die ungleichc Coinbiiiation X/i aus den Indices 1234 
sein mag; setzt man aber A = i und yr£ = 3, so ist 

und es muss somit vcrmöge der Gleichung (98) p^ — 1 =0 öder i öder p^ 
öder — />j + 2 sein; da aber fiir p^ = i zwei Horizontalreihen von (97) 
zusammenfallen, fiir p^ = 2 die letzte Horizontalreihe wieder nur wie die 
zweite aus Einheiten bestehen wftrde, so muss p^ — i = — />j + 2 d. h. 

Pi =- sein, und nur in diesem Falle wttrde der nothwendigen Bedingung 

(98) genttgt sein; setzen wir aber \ = i und /i = 4, so folgt 

und es mtisste sorait — />j + i = o öder i öder p^ öder — />j + 2 sein, 
was zur Folge hat, dass, weil p^ = i und yo^ = o wieder zwei Horizon- 
talreihen zusammenfallen liessen, p^ =^ - sein muss — da sieli also die 

beiden Bedingungen p^ = - und p^ = - widersprechen, so folgt, dass die 

Gleiehung (98) nicht aligemein besteht, die Diflferentralgleichung (97) 
somit fur keinen Werfch von p^ der Integrabilitätsbedingung Genftge leistet. 
Da dies aber nothwendig war, wenn die vorgelegte Differentialgleichung.' 
(77) mit n unabhängigen Variabeln integrirbar sein sollte, so folgt, dass 
diese ebenfalls nie der Bedingung der Integrabilitlit Gentige leistet, so länge 
» > 3 ist; ist jedoch n == 3, so ergab zugleich die fQr die Determinante 
(90) durchgeffthrte Untersuchung, dass nacli den Bestimmungen (a) nur 
die Determinante 



dv 



v 



if^ 



dv. 



v. 



<» 



dv. 



v. 



m/>1 



dv 



3 



v.. 



^3 



die verlangte Eigenschaft hat und zwar fftr jedes rationale p^ (da wir 
nur algebraische Functionen in Betracht ziehen) öder die durch die alge- 
braischén Substitutionen (92) daraus hergeleitete (96). • 
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Wir erhalten somit den folgendeii Sutz: 

Unter allén totalen Differentialgleiclmngen der Form 



dz dzi dZi . . . dzn 

Z M\ <&2 • • • ivn 

Zi Af{ Z2 • • • ^n 



i 



In 



^1 



^2 . . . ^n 



= O 



hut nur die durch die Gleicliung 



dz 


dz. 


dz^ 


dz. 


I 


I 


I 


I 


z 


^1 


^. 


^3 


z^ 


s\ 


z\ 


*5 



= o 



repraesentirte die Eigenschaftj dass eine Variable . dersdben sich als Function 
der anderen Variabeln und einer willkuhrlichen Cofistanten ausdrucken lässt 
und zwar so dass diese letzteren Variabeln von einander unabluhigig sind. 

Iiii Zusammenbange mit der oben geföhrten Untersuchung, welche 
die Frage nach der Abhftngigkeit des allgeineinen von den particulären 
Integralen einer Diflferentialgleicbung erster Ordnung auf die Untersuchung 
der Integrabi litat einer PPAFF^schen Gleicbung zurftckffthrte, wird sich 
somit das folgende Theorem ergeben: 

Sämmtliclie Differentialgleichungen erster Ordnung, fur welche das all- 
gemeine Integral eine algébraiscliey von der unabMngigen Variabeln x freie 
Function von n partictdären Integralen ist, die nicht sclwn selbst mit x und 
unter einander in algebraischer Beziehung stehen, haben die Form 



(99) 



dz 



— = ip,{x)iP,(z) + <p^{x)^^(z) + . . . + ipn{x)M^)\ 



unter den hierin enthaltenen Differentialgleichungen haben unter der Voraus- 
setzung, dass weder die Functiofien p^{x)y... {r«(x), noch <p^{z), . . . ipn{^) unter 
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einander in honiogener linearer Relation mit constanten Coefjficienten stehen, 
nur die Differentialgleichungen 



(lOO) 



^ = ip,(x) + ip^{x)z + (p^(x)z^ 



und die aus dieser durch eine wUlkuhrliché, von der Variabeln x freie alge- 
braisclie Functmiy welclie z mit der neuen abhängigen Variabeln verbindet, 
abgdeiteten Gleichungen und zwar alle diese die verlangte FAgenschafl; fur 
alle anderen Differentiidgleichungen erster Ordnung^ welclie in der Form (99) 
enthalten sind, werden also die miefidlich vielen particulären Integrale atcch 
sélbståfulige, wenigstens nicht durch von x freie algebraische Beziehungen unter 
eitmnder im Zusammenhang stehende Transcertflente sein^ während die Biffe- 
renticdgleichungen (100) höchstens 3 sélbståndige Transcendenten definiren. 

Nachdem wir aber die Untersuchung fttr den Fall durchgeföhrt, 
dass in der Gleichung 

• 

dz 

weder die pFunctionen noch die ^-Functionen unter einander in honiogener 
linearer Beziehung mit constanten Coefficienten stelien, gehen wir zu dem 
allgemeinen Falle uber, In welchem fur die vorausgesetzte Beziehung 



(lOl) 



Z a= f{Z^ , «j ,...«„ , c) 



die Diflferentialgleichung die Form hat , 



(102) 



dz 



^ = f'i(*)^i(«) + f,W^, W + • • • + fn-p(«)v^-p(2) 



in wölcher die Functionen jr und ^ nunmehr linear irreductible Func- 

tionen sind; fttr diesen Fall wurde oben nachgewiesen, dass die Beziehung 

(i 01) fttr das System der p + i totalen Differentialgleichungen von n 
Variabeln 



(103) 



dz 



dz. 



dZn^p 



S^iW S^iW ••• M^n-p) 



<pn-piz) fpn^piz,) . . . (pn-p{Zn-p) 



= 0,.. 



dz 



dz. 



dz. 



M^) M^i) ••• M^n) 



^n-p{z) ipn^p{z,) . . . ipn-p{Zn) 



= O 
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ein mit einer willkUhrlichen Coiistuntcn behafteteö Integral von n 
unabhängigen Variabeln darstellt, fOr welche wir die Werthe 



— P 



wählen wollen, wi^hrend -2?„__^^.,, 'z^^^^^y . . . z^ als Functionen dieser ersteren 
zu betracht^n sind. Da nun das Integral (loi) dann die Foriii anninimt 



(104) 



Z — -T («! , Z^y . . . ^n— /»> ^)') 



SO wird die ergte der Determinanten (103) 



(105) 



dz 



dzi . . . d;?n__p_t 



dZn-p 



4\{Z) if>,{z,) ... i,\{Zn^p^l) 4'Å^n-p) 



^n-p{2) ^n-p{z,) . . . ^»_^(2r«_^_i) i/;n-p(Zn^p) 



= O 



ein mit einer willkClhrlichen Coiistanten c versehenes Integral (104) mit 
einer Anzahl unabhängiger Variabeln besitzen, welche um die Einlieit 
kleiner ist als die Anzahl der Variabeln der Differentialgleichung (105) 
tlberhaupt; dies war aber grade der oben durchgefClhrte Fall der Diffe- 
rentialgleichung (52), und es war dort gezeigt, dass dann und nur dann 
die Bedingung der Integrabi litat erföllt sein känn, wenn die ^-Functionen 
die durch die Gleichungen (71) geforderte Form besitzen, dass daher die 
Differentialgleichung (102) ähnlich wic (76) die Form haben muss 



(106) 



dB 



und dass somit nur die Determinante 



(107) 



dz 



./*! 



dzi 






dZa ... ClZfn-^p 



»2 • • • «u—t 



'*'•-/» z(^^-P 2!t^-P 



zi 



«2 



t , m z 



f^n-p 
n—p 



= O 
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ein Integral mit n — p von einander unabhangigen Variabeln besitzcn 
könnte; dies ist aber der vorher angestellten Untersuchung zufolge dann 
und nur dann der Fall, wenn die Determinante die Form hat 



(1 08) 



dz dzi dzf dZi 



I I 



z 



«* «; 



zl 



z. 






= O 



öder eine aolche, welche erhalten wird, wenn z = Z^ geaetzt wird, worin 
k eine rationale Zahl bedeutet; es muss gomit wieder n — p = i sein, 
und die Differentialgleichung jedenfalls wieder — von algebraigchen Sub- 
stitationen fQr die abhängige Variable abgesehen — die Form haben 

j 

die bereits oben behandclt ist. 

Wir erhalten somit jetzt den folgenden allgemeinen Satz: 
Unter ollen Differentialgleichungen erster Ordnung 



(«99) 



^('^'^'£)=° 



haben nur die in der Form 



("O) 



dz 



enthaltenen und die durch algebraische Substitution atis diesen abgeleiteten die 
Eigenschaft, dass sich ihr allgemeines Integral als eine algebraische Function 
einer bestimmten Anzahl particulärer Integrale ausdriicken lässt, und zwar 
gilt fär alle Differentialgleichungen (no) die Beziehung 
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oder, wie leicht ans den obigen Formeln zu entnehmen, in symmetrischer 
Form 

z cz I c 



«1 ^«1 I Cl 



z, c^z^ I c. 



^, ^3^8 I ^S 



= o. 



oder änders ausgedrtickt: 

Fur jede J>ifferentialgleichting erster Ordnung bilden die particuMreti 
Integrcäe unendlich vide selbständige, nicht durch algébraiscJie Beziehungen 
auf einander zuruckfulirbare Functionen; die Differentialgleichungen (no) 
und die durch algebraische SubstUution aus diesen abgdeiteten allein haben 
die Eigenschaft nur drei, in dem angegebenen Sinne, wesentlich verschiedene 
Functionen zu definiren. 
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§ 1. SubstituHons imaginaires. 

Dans un mémoire antériour, j'ai étudié les groupes dificontinus formés 
par les substitutions lincaires fi coöfficiente réels. Dans le present travail, 
j'ai rintx^ntion d exposer quel([ues résultAts relatifs aux groupes de sub- 
stitutions linéaires a roefficlents imaginaires. Ces substitutions se classent 
naturellernent en quatro ratégories, comrne on va le voir. 

Soit: 






une $!ii1)stitutioii quelooiKiuc, ou je supposc toujours: 

a3 — (ir — I • 
Si on a: 

(« + sy = 4 

la substitution peut se mettre sous la fonne: 



\z — a z — a ) 



a et K ct4int. des eonstantes. On dit alors qu^elle ost puraholhjue, 

ArUt mathfmafiea. 8. Imprimt^ G AoAt 1KH.1. 7 
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Si on a: 

(a + åy < 4 

la fiubstitution peiit se mettre sons la forme: 



\z — b z — b ) 



Qj bj K étant des^constantes. 

Si 

(a 4- (7)^ réel positif et > 4 

K est réel positif et la substitution est hype^holique. 

Si 

(a + f^y réel positif et < 4 

K est imaginaire ou négatif et a pour inodule i, la substitution est 
élliptique. 

Si enfin (a + ^)^ ^st imaginaire ou négatif, K est également imagi- 
naire ou négatif et la substitution est loxodromique. 

Une propriété commune a toutes ces substitutions linéaires c'e8t de 
transformer les cercles en cereles. Representons en efFet, a Texemple de 
M. Hermitk, les quantit^s imaginaires conjuguées de w, 7;, . . . par la notation 

^0 > ^'0 ' • • • • 

La substitution 



(O 



peut s'écrire: 



r' Toz. + sj 



L'équat.ion njénérale d'un cercle 8'écrit d'ailleur8 

(2) Azz„ + Bz + B^z^ + C = o 

^ et C ctant essentiellement réels, et il est clair qu'on retombera sur ce 
cercle (2) en appliquant la substitution (i) au cercle dont voici lequation: 

. A{az-\- p){a, z, + Ä) + »(«« + /^Xr. «. + K) 

+ B. irz + 8)(a,z, + Ä) + Cf(r^ + ö")(r,«. + 5«) = o 
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ou bien: 



(3) 



+ z{Aa(i^ + Ba8, + B^ri% + Cyd,) 
+ z^iAfia, + Bpr, + B^dp, + Gdd,) 
+ (^/9Ä + Bpd, + BJfi, + Cåd,) = o. 



Ecrivons niaintenant Téquatioii d'uiie inversion par rapport au cercle 
(2), c'est a dire de Topération qui consiste a changer un point quelconque 
z en son transforiné par rayons vecteurs réciproques, en prenant pour 
pöle de la transformation le centrc du cercle (2) et pour paramétre de 
la transformation le carré du rayon de ce cercle. Voici cette équation. 

Soit t le transformé de z par cette inversion, on aura: 



A + ^ = V4^^-^^. 



2A 2Az. + B 

Soient C^ et C,^ deux cercles quelconques, et appelons I^ et I^ les inver- 
sions opérées respectivement par rapport ä* ces deux cercles. Si nous 
faisons subir a un point quelconque l'inversion Ij puis Finversion /,, 
lopération résultante que Ton pourra représentcr par la notation I^I^y 
sera une substitution linéaire comme il est aisé de s'én assurer. Cette 
substitution sera parabolique si les deux cercles C^ et C^ se touchent, 
elliptique s'ils se coupent et hyperbolique s'ils ne se coupent pas. 

Supposons qu'on étudic la résultantc non plus de deux, mais de 
plusieurs inversions successives. Si ces inversions sont en nombre pair, la 
résultante sera une substitution linéaire; si elles sont en nombre impair, 
la résultante sera une operation plus complexe qui pourra étre regardée 
comme une substitution linéaire suivie d'une inversion. De plus toute 
substitution linéaire peut étre regardée d'une infinité de maniéres comme la 
résultante d'un nombre pair (Tinversions. 

Le groupe obtcnu en combinant de diverses maniéres les différentes 
inversions imaginables contient donc toutes les substitutions linéaires. 

Posons: 



z = $ + TjyJ—l 
C et iy seront les coordonnées d'un point représentatif de z dans son plan. 
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Coiisidéroiis inaintcnant un poiiit quelcoiuiue, iion plus dans le plan 
fiy, niais dans respace et soient ^, ly, C ses eoordonnécs; je supposerai C 
positif de telle fa9on que le point considéré soit au dessus du plan des 
C3y. On a vu que la substitution (i) change un point quelconque f, yj 
du plan des ^ en un autre point de ce méme plan. Nous allons étendre 
la definition de la substitution (i) de fa9on a ce qu'on puisse appliquer 
cette substitution, non seulenient a un point du plan qyjj mais ä un point 
quelconque de Tespace. La substitution (i), nous Tavons vu, peut etre 
regardée comnie la résultante d'un certain nombre d^inversions faites 
successivement par rapport a certains cercles du plan des fjy que j'appclle 
Cj, C^y...C^, Soient 2\, l\j...l\ les spliéres qui ont mcme centre et 
méme rayon que ces cercles. Considérons Topération qui consiste a efiec- 
tuer 71 inversions successivement par rapport aux splicres 2j, 1\,...1\. 
Cette operation, si on Fapplique a un point du plan des ^ ne diftére pas 
de la substitution (i). On pourra donc définir encore ainsi la substitu- 
tion (i) quand il s'agira de Tappliquer a un point de Tespace situé en 
dehors du plan des ^. 

Une inversion par rapport ä Tune des sphéres 2^ , ^\, > >> 2^ trans- 
fornie les sphéres en sphéres; elle transforme en lui-raénie le plan des 
fjy; elle conserve les angles; elle transforme to ute figure infiniment petite 
en une figure infiniment petite semblable; toutes ces propriétés appartieu- 
nent donc ä leur résultante, c'est a dire a la substitution (i) généralisée. 

Supposons que Tinversion par rapport au cercle C\ par exemple, change 
un certain cercle K du plan des ^r^ en un autre cercle K^ de ce meme 
plan. Soient S et S^ les sphéres qui ont méme centre et mcme rayon 
que K et Ä^; il est clair que Tinversion par rapport ä la sphére 1\ 
changera S en S^. Si donc la substitution (i) change le cercle Ä" en un 
certain cercle Ä^,, et si S et S^ sont les sphéres qui ont méme rayon 
que K et K^y la substitution (i) généralisée changera S en S^- En eflfet 
la substitution (i) équivaut a n inversions opérées respectivement par 
rapport aux cercles C\y C^y..,C^\ ces inversions changent successivement 
le cercle K en .K^ puis en Ä^,... puis enfin en K^. Soit S^ la sphére 
qui, a méme rayon et méme centre que K^. La substitution (i) généra- 
lisée équivaudra a n inversions opérées respectivement par rapport aux 
sphéres 2^ , 2^ , . . . 2„ et ces inversions changeront successivement la sphére 
iS en /Sj , puis en iS'j,...puis enfin en S^. C. Q. F. D. 
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Pour justilicr la déliiiitioii préccdeiite, il faut éUiblir co qui suit: 

La substitution (i) peut ctrc regardéc d*une infinUé de manUre^ 
coinme la résultantc iYxxn nombre pair d'inversioiis opérccs par rapport a 
divers cercles du plan des ^. Les cercles C\, C\,...C^ ne sont done 
pas parfaitement déterminés. Il faut faire voir que la substitution (i) 
généraliséc est cependant une operation parfaitement déterniince. Suppo- 
sons en effet que la substitution (i) puisse étre rcgardée: 

i" d'une part comme la résultante de n inversions opérées par rapport 
aux cercles C\ , C\, . . . C^ 

2" d'autre part coinme la résultantc de p inversions opérccs par 
rapport ä p autres cercles C\^ C\,...C'j,. 

Soit 2"i la sphérc qui a méme centre et méme rayon* que CV 

Soit maintenant un point P quelconque de Tespace; appliquons lui 
successivement les inversions par rapport aux sphéres 2j, }!^y...I„; nous 
obtiendrons un certain point Q. Appliquons maintenant au point P 
successivement les inversions par rapport aux sphéres l^^y l^^,... 2]J,, 
UOU8 obtiendrons un certain point Q'. Appelons ces deux operations 
(P, Q), (P, ()'); elles satisfont toutes deux a la definition de la substitu- 
tion (i) généraliséc, il faut donc démontrer que les deux points Q et Q 
coincident. Eh bien, nous pouvons faire passer par le point P trois 
sphéres Sy S', 5"', ayant leurs centres dans le plan des cjy et coupant ce 
plan suivant trois grands cercles Kj K et K". 

La substitution (i) changera ces trois grands cercles en trois autres 
cercles K^ , K\ et K'\ du plan des ^. Soient S^ , S\ et S'\ les sphéres 
qui ont mcme centre et méme rayon que ces cercles; Fopération (P, Q) 
de mcme que Fopération (P, Q') change Sf S' et S" en S^ , S\ et S'\ . 
Le point Q, de méme que le point Q se trouve donc ä Tintersection des 
trois sphéres S^ , S\ et S'\ . Donc ces deux points coincident. Donc la 
substitution (i) généraliséc est une operation parfaitement déterminée. 

C. Q. F. D. 

Il reste a trouver les équations de cettc operation. Pour définir un 
•point P de Tespacc, nous emploierons les trois coordonnées suivantes: 

C étant supposé positif, ces trois coordonnéci^ suffisent pour définir com- 
plétement le point P. 
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Soicrit />'^ z' et z\ les trois coordomiées du point Q transforiné de 
^ par la substitution (i) géneraliséc. Expriinons que le point P se trouve 
sur la sphere qui a nieuie centre et merne rayon que le cerclc (3); j'ai 
a ccrire: 

p\Aaa, + Bar, + ^«r«o + (^U.) 
. + z{Aali, + ÄH + B,r^, + Cyd,) 

+ (^/%?„ + i?/?.;, + i^^^Ä + CöVj = o. 

Si le point P est sur la sphere qui a iiieine ceiitre et méiue rayon 
que le cerele (3), le poiiit Q devra se trouver sur la sphere qui a inéine 
centre et niéine rayon que le cerele (2) transfornié de (3) par la substi- 
tution (i), d'ou Féquation: 

(5) Åp'^ + Bz + BJ^ + C = o. 

Ces deux équations, si on y regarde A^ By B^ et C comnie les incon- 
nues doivent étre cquivalentes. On a donc: 

p^rr^ + nK + ^o^>o + öX 

Telles sont les équations de la substitution (i) généralisée. 

Passons aux propriétés générales de cette substitution. 

Si la substitution (i) est elliptique, elle change en eux-mémes tous 
les points du cerele C qui passé par les deux points doubles, qui a son 
centre dans le plan des ^ au milieu de la droite qui joint ces deux 
points doubles, et dont le plan est perpendiculaire au plan des fiy. Elle 
change cgalement en eux-mémes " une infinité de cércles dont la propriété 
caractéristique est que toutes les sphéres qui passent par ces cercles 
coupent orthogonalement le cerele C précédemment défini. Nous appel- 
lerons ce cerele C, cerele double de la substitution elliptique. 
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Si la substitutlon (i) est hyporboUque, il Ti'y a que deux points de 
respace qui ne sont pas altérés par la substitution, ce sont les deux 
points doubles situés dans le plan des fjy. La substitution change en 
elles-mémes toutes les circonfcrences et toutes les sphéres qui passent par 
ces deux points. 

Si la substitution (i) est paraboliquo, il n'y a qu'un seul point 
double inaltéré par cette operation qui change d*ailleurs en elles-ménies 
toutes les circonférences et toutes les sphéres qui sont tangentes au point 
double a une certaine droite du plan des ^. 

Supposons enfin que la substitution (i) soit loxodromique; elle n'al- 
t-érera pas le cercle C qui a pour diametre la droite qui joint les points 
doubles et dont le plan est normal au plan des 6y- Mais a 1'exception 
des points doubles, elle altérera tous les points de ce cercle. 

En resumé, toute substitution qui n'altére pas un point situé en 
dehors du plan des fjy est elliptique. 

Nous avons vu plus haut que le substitution (i) généralisée trans- 
forme toute figure infiniment petite en une figufe infiniment pctite sem- 
blable. Cherchons le rapport de similitude. Si Ton considére une in- 
version unique, il est evident que les dimensions homologues de deux 
figures infiniment petites transformées Tune de Tautre, seront entré olles 
commc les coordonnées C des centres de gravité de ces figures. II. en 
sera donc de méme quand au lieu d'une inversion unique on envisagera 
la résultante de plusieurs inversions, c'est a dire la substitution (i) gé- 
néralisée. 

Si donc on appelle rfs, dw ou dv un are de courbe infiniment petit, 
ou une aire plane ou courbe infiniment petite, ou un volume infiniment 
petit, et si C est la distance de cet are, de cette aire ou de ce volume 
au plan des fjy, si on appelle ds\ d%v' ou dv' les transformés de dSj div 
ou dv par la substitution (i) généralisée et si (J" est la distxince de rfe', dw' 
ou dv' au plan des fjy, on aura: 

(6) 

Nous dirons que deux figures sont congruentes lorsqu'elles seront trans- 
formées Tunc de Tautre par une operation telle que la substitution (i) 
généralisée. 



ds dff 


dw dw' 


dv dv' 


:-:'' 


r ~ <r* ' 


C r 
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Nous appoUorons L (X\\\\ nrc, rintognilc: 



/t 



étendiie aux diflFérents elements de ret jirc. Nous appellerons S d'une 
aire plane ou courbe, Tintégrale 



/ 



dw 



étendue aux divers elements de (*-ett<3 aire et enfin nous appellerons V 
å\m solide, Tintép^rale 



r<iv 

J C 



étendue aux divers elements de ce solide. 

Il rcsulte des équations (6) cpic deux ares eongruents ont meme i, 
que deux aires congruentes ont meme S et deux solides eongruents 
méme F. 

Supposons maintenant que Ton enléve aux möts droite et plan leur 
signification pour appeler droite ou plan toute circonférence ou toute 
sphére qui coupe orthogonalement le plan des fiy. Su])posons aussi qu'en- 
levant aux möts longueurs, surfaces et volumes leur signifieation, on 
appelle ainci ce que nous venons d'appeler X, S et F. Supposons enfin 
qu'on conserve aux möts circonférence, sphére et angle leur signification 
habituelle. On reconnaitra alors quUnterprétés de la sorte, tous les 
théorémes de la géométrie non-euclidienne de Lobatsciikwski, c'egt a dire 
de la géométrie qui n'admet pas le postulatum d'EucLiDE, sont parfaite- 
ment exacts. On voit aussi quel lien il y a entré la théorie des substi- 
tutions linéaires et la géométrie non-euclidienne. Cest de ce méme lien 
que M. Klein a fait usage pour trouver tous les groupes d'ordre fini 
contenus dans le groupe linéaire. 
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§ 2. Groupes discontimis. 

Je me propose de fofmer les groupes discontinus qui sont dérivés 
d'un nombre fini de substitutions linéaires a cocfficients iinaginaires. Mais 
avant dräller plus loin, il y a lieu de faire une distinction qui n'avait 
pas de raison d'étre dans la théorie des groupes fuchsiens, inais qui est 
ici d'une importance capitale. Gette distinction a étd tres nettement ctablie 
par M. Klkin (Mathematische Annalen, Bd XXI, page 176). 

Nous appellerons substitution infinitdsiinale toutei substitution linéaire 
telle que les niodules dt> a — i, y9, y^ r? — i soient infiniment petits. 

Si un groupe contient une substitution infinitésimale, c'est fi dire si 
Ton peut trouver dans ce groupe des substitutions telles que les quatre 
modules citcs plus haut soient plus petits que toute quantité donnée sans 
etre nuls, le groupe est continu. 

Mais parmi les groupes qui ne satisfont pas ri cette condition, c'est 
a dire parmi les groupes discontinus, il y a lieu de distinguer deux classes, 
que nous appellcrons les groupes proprement et improprement discontinus. 

Un groupe sera improprement discontinu dans le voisinage d'un 
point Zj si dans un domaine 7) enveloppant le point z, ox\ peut trouver 
une infinité de transformds de ce point par les substitutions du groupe, 
et cela quelque petit que soit le domaine D. 

Le groupe sera proprement discontinu dans le cas contraire. 

Si par exemple il s'agit d'un groupe de substitutions appliquées a 
une quantité reelle Zy on pourra prendre pour le domaine D le segment 
de droite compris entré le point z — s et le point -^ + ^ > s'!! slagit de 
substitutions appliquées ä une quantité imaginaire 2? ou a un point z du 
plan, le domaine D sera un cercle ayant pour centre le point z\ s^il slagit 
d'un point P de Tcspace, I) sera une sphére ayant P pour centre, etc. 

Pour éclaircir ce qui précéde par un exemple simple, considérons le 
groupe formé par les substitutions: 



V' yz + d) 



Åcta malhemafiea. .1. Imprimé 21 Aoat 1883. g 
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» 

oii a, y9, y, d sont des entiers réels, tels que ad — /5^= i- Il est clair 
quc ce groupe ne contient pas de substitution infinitésimale, il est donc 
discontinu. On voit de plus que si z est rcel, on peut choisir a, yS, ^, d 
de telle fa9on que 

mod ( z — , ^ I 

soit aussi petit que Ton veut, sans étre nul; tandis que cela est impossible 
si z est imaginaire. Le groupe est donc improprement discontinu pour 
z réel et proprement discontinu pour z imaginaire. 

Ce qui fait que nous n'avons pas eu ä faire cette distinction dans le 
cas des groupes fuchsiens, c'est que tout groupe discontinu formé de 
substitutions reelles est proprement discontinu toutes les fois que z est 
imaginaire. Cest ce que je vais démontrer ici; car la demonstration que 
je veux donner de ce fait permettra de comprendre plus facilement ce 
qui se rapporte au cas plus general qui nous occupe dans ce mémoire. 

Soit G un groupe quelconquc formé de substitutions reelles, soit z 
un point imaginaire quelconquc; supposons que dans tout domaine D 
entourant le point ^ il y ait une infinit<3 de transformés de ce point 
par des substitutions de G, je dis que ce groupe contiendra des substi- 
tutions infinitésimales. 

En efifet je dirai qu'une quantité qui dépend d'une variable s est 
de Tordre de e si elle s'annule avec cette variable et qu'une substitution 
est de Tordre de s si a — i, d — i, y9 et ;- s'annulent avec e. Cela pose: 

i" Toute substitution 1 qui change ^ en ^ + C C étant une quantité 

infinimcnt petite de Tord re de e, peut étre regardée comme la résultante 

d'une substitution elliptique S qui admet le point z comme point double 

et d*une substitution hyperbolique s qui ost infinitésimale et de Tordre 

de e. Nous écrirons: 

S = Ss. 

2** Si s et 5j sont deux substitutions de Tordre de e leur résultante 
55j sera aussi infinitésimale et de Tordre de e. 

3" Si s est une substitution de Tordre de s et S une substitution 
finie, la résultante de la substitution inverse de Ä, de s et de S, résul- 
tante que nous écrirons S~^sS(^) sera infinitésimale et de l'ordre de e. 

(^) Nous d^signcroDS suivant Tusage par la notation 8~^ la substitut ioo inverse de 
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4" Si S et Sj sont deux substitutions elliptiques ayant le point js 
pour point double, elles seront permutables, c'est ä dire que Ton aura: 

f I j SS. = S. Sy S. = S~ S o . 

Maintcnant par hypothése nous avons. dans le groupe une infinité de 
substitutions qui changent z en ^ + Ci -2? + ^ ? • • • 5 Cy Ci , • • . ctant des 
quantités de Tordre de e. Soient 2' et 1\ deux quelconques d^entre elles. 
On aura 

S et Sj admettant le point z comme point double, s et s^ étant infini- 
tésiinales. 

La substitution 

v v V~l V-1 

fera partie du groupe; elle ne se rcduira pas a la substitution identique 
{Zf z) parce qu'en general 2' et 2\ n'auront pas meme point double. 
Je dis qu'elle sera infinitésimale. En eflfet elle peut s'écrire: 

SsS^s^s-^S-^s-^^S]:^ 

ou en vertu de la relation (i) 

ssS'' s^ ss^s-' S-' sr^ sr\ 

Or en appliquant les principes 2" et 3" de la page 58, on verrait 
successivement que S5S"\ que s^s~^y que S{s^s''^)S~'^y que {Ss^s~^ S''^)s^^ y 
que ASj(S5iS~^S"^5f^)Sf\ et enfin que 

{SsS''){S^Ss^s-' S-'sy' S,-') 

sont infinitésimales et de Tord re de e. 

Le groupe contient donc une substitution infinitésimale, il est continu. 

Mais si un groupe de substitutions reelles ne peut étre improprement 
discontinu dans le voisiriage d'un point z imaginaire, il ])eut au contraire 
étre improprement discontinu dans le voisinage d'un point z réel. En 
effet les groupes fuchsiens de la i^", de la 2"" et de la s""* familles, 

fif, par la notafron 8 Si la résu1taDt43 de S et de &\, par la notation £•"* la résultante de 
m substitutions 8 suceessives. 
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cest a dire ceux dont les polygones gcncratcurs n'ont pas de coté de la 
2* sorte, sont iinproprement discontinus dans le voisinage de tous les 
poinis z réels. Au contraire les grpupes fuclisiens des autres familles 
sont proprenient discontinus dans le voisinage des points réels qui appar- 
tiennent a un coté de la 2® sorte du polygone générateur ou d'un de 
ses transformés; ils ne sont iinproprement discontinus que dans le voisinnge 
des points singuliers. 

Revenons a Tétude des groupes forrnés de substitutions iniaginaires 
ou plutöt des substitutions plus générales définies dans le paragraphe 
précédent. 

Je dis qu'un pareil groupe ne peut étre iinproprement discontinu 
dans le voisinage d'un point F situé en dehors du plan des cJ?. Soit en 
effet un pareil point P situé au dessus du plan des ^tj et un domaine D 
cntourant ce point P. Supposons que quelque petit que soit ce domaine 
D, il contienne une infinité de transformés du point F par les substitutions 
du groupe; je dis que le groupe sera contiim. En eflfet: 

i" Soit 2' une substitution qui change F en P', la distance FF' 
étant infinitésimale de Tordre de s; je dis quon pourra écrire: 

I = 8s, 

S étant une substitution elliptique dont le cercle double passé par P et 
s étant une substitution hyperbolique infinitésimale de Fordre de e. En 
efFet la substitution I~'^ changera P en P. Il existera une substitution 
hyperbolique infinitésimale qui changera P' en P puisque les points P 
et P sont infiniment voisins. Je Tappelle s"^ et ]i\ pose: 

I-^=^s-'S--' doii I=Ss. 

La substitution S n'altérera pas le point P; donc d^aprés les principes 
du paragraphe précédent, ce sera une substitution elliptique dont le cercle 
double passé par P» C. Q. F. D. 

2" et 3": Les principes 2*" et 3^ de la page 58 subsistent ici, cela est 
evident. 

4" Si S et S^ sont deux substitutions elliptiques ayant méme cercle 
double, on aura: 

SS. = o. o, ^\ ^^ ^~ ^\ ^' 
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5" Si Sj est unc substitution elliptique ayant pour ^cercle double G^ ; 
81 C[ est un cercle orthogonal au plan des fjy, et rencontrant le cercle 
C en un point P sous un angle infinirnent petit, on pourra poser: 

S\ étant une substitution elliptique adniettant C\ pour cercle double et 
a étant une substitution elliptique infinitésimale. 

Cela pose, nous avons par hypothése dans le groupe une infinitc de 
transformations 2*, 2\, l^^,... qui changent P en des points infinirnent 
voisins. On aura: 

9 

m 

V ^ o,. V _ (J o v ^ o o 
A. *-'0 j ««j *Jj 1 ' *^2 2 "2 5 • • • 

5, 5^,... seront infinitésimales pendant que S, Ä^, S^,.., seront des sub- 
stitutions elliptiques dont les cercles doublcs passeront par P. On aura 
donc une infinité de substitutions elliptiques dont les cercles doubles 
passeront par P. Il fa ut de toute nécessitc que Ton puisse trouver panni 
elles deux substitutions S et S^ dont les cercles doubles C et C^ se 
coupent sous un angle nul ou infinirnent petit. On pourra alors poser: 

S. = Si(T 

(T étant infinitésimale ou se rcduisant a la substitution identique et 8\ 
admettant meine cercle double C que S de telle fa^on que Ton ait: 



0| = *S 0|5. 

Considérons donc ces deux substitutions Ä et S^ et les substitutions 

* 

correspondantes 2', 2\. La substitution 

v v V--1 v— 1 

fera partie du groupe; jc dis quelle sera infinitésimale. En effet elle 
peut s'écrire: 

ou bien 
ou enfin: 
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sera infinitésirnale, 
» 

)) 

» 
C. Q. F. D. 

Ainsi donc si nous envisageons un groupe discontinu, il sera propre- 
ment discontinu pour tout point P situé en dehors du plan dea ^. Il 
résulte de la que toute la partie de lespace situce au déssus de ce plan 
sera divisée en une infinité de regions 7?^,, JBj, . . . JB^, • • • 5 qu a chacune de 
ces regions correspondra une des substitutions du groupe, ä la region B^ 
par exemple la substitution S^, et de telle fa^on que cette substitution 
S^ change R^ en B^. Cest tout ä fait la méme cliose que ce que nous 
avons observé pour les groupes fuchsiens. 

* Mais ce que nous nous proposons, c'est d'obtenir des groupes de sub- 
stitutions imaginaires proprement discontinus méme pour les points du 
plan des fjy. Ce sont ceux-lä seuls en eflfet qui peuvent ctre utiles dans 
la tliéorie des fonctions. 

Eh bien, rappelons-nous ce que nous avons observé pour les groupes 
fuchsiens. Ces groupes sont tous proprement discontinus pour les valeurs 
imaginaires de ^, de sorte que la partie du plan située au-dessus de Taxe 
des . quantités reelles, se trouve divisée en une infinité de polygones B^ , 
JBj , . . . i2<, . . . . Comment voit-on alors si le groupe reste proprement 
discontinu pour les valeurs reelles de zl Si le polygone B^ n'a pas de 
cöté de la 2® sorte, c'est a dire s'il est tout entier au dcssus de Taxe des 
quantités reelles, le groupe est improprement discontinu pour les valeurs 
reelles de z\ il est proprement discontinu, .au contraire, si B^ a un coté 
de. la 2* sorte, c'est ä dire si tout un cöté de ce polygone appartient a 
Taxe des quantités reelles. 

Cest la méme chose ici; si la region B^ définie plus haut est toute 
entiére au dessus du plan des 6y, ou n'a avcc ce plan qu'un point com- 
mun ou une ligne commune, le groupe est improprement discontinu pour 
les points du plan des ^\ il est proprement discontinu, au contraire, si 
une portion de la surface de la region B^ appartient a ce plan. 
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§ 3. Polygones géaérateurs. 

Considérons un groupe de substitutions imaginaires proprement discon- 
tinu, raéme pour les points du plan des 6y. 

Nous dirons que cest un groupe kleinéen. Un pareil groupe sub- 
divisera une partie du plan des ^ en une infinité de regions B^^ B^, . . . 
iJ^, . . . , de telle fa9on qu'a chaque region B^ corresponde une substitution 
S^ du groupe qui change B^ en B^. Considérons la region B^ et une 
autre region quelconque B^ limitrophe de iJ^; elles seront séparées par 
une portion du périmétre dö B^ qui leur servira de frontiére commune 
et que j'appellerai coté dfe B^. Maintenant un pareil cöté pourra étre 
une courbe fennée ou un are de courbe lirnité a deux points qui seront 
des sommets de B^. Soit C un quelconque des cotés deB^j il y aura 
toujours un autre c6tc C de B^, tel qu'une des substitutions du groupe 
change C en C Les cotés C et C seront dits conjugués. 

La subdivision du plan ou d'une partie du plan en une infinité de 
regions B peut se faire d'une infinité de maniéres. (Cf §§ 4 et 9 du 
Méinoire sur les groupes fuchsiens.) Commen9ons par donner quelques 
definitions. La region B^ s'appellera polygone générateur du groupe; 
je dirai que deux regions B et B" sont équivalentes par rapport a un 
groupe G quand on peut passer de Tune ä Tautre de la fa9on sui vante: 
décomposons B en un certain noinbre de parties rj, r!i...rp. Soit r'/ 
la transforinée de r\ par une substitution Ä< du groupe G. L'ensemble 
des regions partielles r"< devra former la nouvelle region JB". Il est 
clair que si B^ est un polygone générateur du groupe (?, on pourra 
prendre aussi pour polygone générateur de ce groupe, toute region équi- 
valente a 72^. Supposons en particulier qu on retranche de B^ une portion 
quelconque P^ de sa surface et qu-on ajoute a B^ la surface i^ trans- 
formée de P^ par une quelconque des substitutions du groupe. On -ob- 
tient ainsi une region Bq = B^ + -Po — Pq équivalente a iJ^, , et on pourra 
par conséquent remplacer le polygone générateur B^ par le polygone B\. 

Nous pouvons profiter de cette circonstance pour simplifier la region 
Bq. En eflfet, soit C un coté quelconque de B^ et C son conjugué. Si 
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C est un coté fermé, il en est de méme de (?; si au contraire C est un 
c6té ouvert ahy C scra aussi un coté öuvert a'h'. Dans le premier oas . 
appelons K un cercle quelconque; dans le second, K sera un are de 
cercle limité aux deux somincts a et h du coté C. Soit maintcnant K 
le transformé de K par celle des substitutions du groupe qui change C 
en O. Dans le premier cas, K sera, comme Ä, un cercle fermé; dans 
le second cas, K sera un are de cercle limité aux deux sommets a' et V 
du coté O, Appelons 1\ la portion du plan comprise entré K et (7; 
PJ la portion comprise entré K et C. PJ sera la transformée de P^ 
par une des substitutions du groupe. Nous pourrons donc remplacer la 
region B^ par Rq ^ R^ — ^o + ^o- Dans la nouvelle region 7?i, les 
cotés C et C sont remplacés par les cotés K et K qui sont des arcs 
de cercle. 

Il est bon de- remarquer que la region • Rq n est pas ainsi entiére- 
ment définie, car le cercle K n'est pas absolument déterminé par les . 
conditions que nous lui avons imposées. 

En opérant de méme sur chacun des cotés de i?^, on finira par 
arriver a remplacer R^ par une region analogue dont tous les cötés . 
seront des cercles ou des arcs de cercle. 

On peut rencontrer ici la méme difficulté que nous avons observée 
dans le § 4 du Mémoire sur les groupes fuchsiens. Il peut se faire que 
la region P^ telle que nous Tavons définie ne fasse pas tout entiére 
partie de R^, Dans ces conditions on arriverait a une region 12^ concave, 
au sens donné a ce mot dans le paragraphé cité; on tournerait la diffi- 
culté comme dans ce paragraphé. 

Nous pouvons donc toujours supposer que la region i?^ est un po- 
lygone limité par des cercles et des arcs de cercle; mais il peut se faire 
que ce polygone ne soit pas simplement connexe, mais présente une con- 
nexion d'un ordre plus élevé. 

Reportons-nous en eflfet au cas des groupes fuchsiens, a ceux de la 
3® famille, par exemple. Le polygone R^ tel que nous Tavons défini 
dans le Mémoire des Äcta Matliematica 1 est simplement connexe et li- 
mité par des cötés de la i^'" et de la 2® sorte, mais si on adjoint au 
polygone R^^ le polygone R'^ symétrique de R^ par rapport a Taxe des 
quantités reelles, la region totale R^ + Rq qui est Tanalogue de la region 
R^ étudiée ici, sera multiplement connexe. 
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Nous serons conduits, ici comme dans le § 5 du Mémoire sur les 
groupes fuchsiens, a distribuer en cycles les sommets de R^ , inais comme 
nous n'avons ici. rien d'analogue aux c6tés de la 2® sorte, nous n'aurons 
que des cycles ferniés et pas de cycles ouverts. Soit A^ un sommet quel- 
conque de B^] soient A^j A^,...An_i les sommets qui appartiennent au 
méme cycle que A^ , ccrits dans Tordre ou on les rencontré en appli- 
quant la régle du paragraphe cité. Décrivons autour de A^ un contour 
infiniment petit et supposons qu'en suivant ce contour on rencontré suc- 
cessivement les polygones R^y iJ^ , R^,... JB„_i, jR„, . . . . Si i<nj le 
sommet A^ considéré comme appartenant ä R^ sera Thomologue de -4,; 
considéré comme appartenant a JB„, il sera Thomologue de A^. Il suit 
de la que la substitution qui change R^ en R^ admet A^ pour poiut 
double. Elle peut étre d'ailleurs elliptique, parabolique ou hyperbolique, 
mais non loxodromique. Cette quatriéme hypothése doit étre rejetée. 

p]n effet soit K=pe'"' le multiplicateur d'une substitution loxodro- 
mique; soit p un nombre entier assez grand pour que po) > 2;r. Desig- 
nons par 1\ Tensemble des polygones R^^ -Bi>.. • R„-i'j par 2\ Tensemble 
des polygones i?„, -B„+i,...' R^n-u c est ii dire la transformée de 1\ par 
notre substitution loxodroifiique; soit ensuite I^ la transformée de 1\', 
1\ celle de l\y etc. Il est aisé de voir que 2^ recouvrira partiellement 
Tune des regions I^y v^;..- -2^-i? ce qui est absurde puisque le groupe 
est supposé proprement discontinu. 

Reste a examiner les trois premicres hypotheses. 

Dans le i**" cas, nous dirons que le cycle est elliptique (^); la somme 
des angles du cycle devra étre une partie aliquote de 2;r. 

Dans le 2^ cas, le cycle sera parabolique. 

Töus les angles du cycle seront nuls. 

Dans le 3® cas, nous aurons un cycle hyperbolique, tons les angles 
du cycle seront encore nuls. Nous verrons dans le paragraphe suivant 
quon peut toujours remplacer le polygone R^ par un autre équivalent 
et n'admettant pas de cycle hyperbolique (^). 

(^) Les cycles que nous appclons ici clliptiqucs^ paraboliques et Kypcrboliques son t 
analogues rcspcctivement aux cycles de la l**'^ catdgorie, de la 3*^ sous catégorie et de la 
4^ sous- catégorie du Mémoire sur les groupes fuchsiens. 

C) Nous avons vu déjå aux §§ 9 et 1 1 du Mémoire sur les groupes fuchsiens et 
au § 2 du Mémoire sur le» fonctions fuchsicnnes, que tout groupe du 2** ordre de la 2*, 

Ada maihematiea. 3. Imprimé 20 Äoat 1883. 9 
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Je dis maintenant quon peut toujours supposer qu'un cycle donné 
se coinpose d'un scul somrnet. En eflfet, reprenons le polygone R^, le 
somrnet A^ de ce polygone et les sommets A^j A^y. . . A^_i qui appartien- 
nent au inöme cycle. Considérons aussi le contour infiniment petit que 
nous avons décrit autour de A^ et les polygones iJj , i?, , . . . que lon 
rencontre successivemen t en suivant ce contour. Soit S^ la substitution 
qui change R^ en jB<. Dccomposons le polygone jB^, en n polygones par- 
tiels r^ , r, , r, , . . . r„_i , de telle fa9on que le polygone partiel r< admette 
le somrnet. A^ et n'adinette aucun des autres sommets A^j -4^ , . . . A„_i. 
Soit maintenant rj le transformé de r< par S^. Alors ri ne diflférera pas 
de r^; Tensemble des regions partielles rj, rj,... r'„_i formera un po- 
lygone Rq qui sera cquivalent ii R^ et qui pourra par conséquerlt servir 
de polygone gcnérateur pour notre groupe. Mais R^ admet le sommet 
A^y et de telle fa^on que le cycle dont fait partie A^ ne se compose 
que de ce seul sommet. 



§ 4. Polyédrea ffénérntenrs. 

■ 

Considérons maintenant la fnoitié de Tespace situce au dessus du plan 
des ^ et la subdivision de cette portion de lespace en une infinité de 
regions P^ , P^ , . . . P< , . . . , telles que la substitution Si de notre groupe 
change P^ en P<. 

Considérons la region P^ et une region quelconque P^ limitrophe de 
Pq ; elles seront séparées par une portion de la surface de P^ que j*ap- 
pellerai une face de P^] je dirai que ce sera une face de la i*" sorte. 
Si une portion du plan des fjy fait partie de la superficie de P^ , ce sera 
une face de la 2® sorte. Ces dénominations sont tout ä fait analogues a 
celles que nous avons employées dans la théorie des groupes fuchsiens. 

« 

de la 4% de la '6' oa de la 7"" familics, est identiquc k un groupe de la 3** ou de la 5*" 
familles, ou å un groupe du I'** ordre de la 6* ou de la 7' familles. En dautres termes, 
SI le polygone généraieur dun groupe fuchsien admet un eycle de la 4** sous-catégorie, 
on peut toujours par le procéd(3 du § 9 le remplaeer par un autre polygone n'admettant 
pas de cycle de cette catégorie. Il en est de meme ici. 
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Deux fiices limitrophes de P^ seront séparées par une aréte. Gette arcte 
sera de la i^""® sorte si elle sépare deux faccs de la i^'" sorte et de la 
2® sorte si elle sépare une face de la i^'" sorte et une de la 2® sorte. 
Les faces de la i*" sorte se rönt conjuguées deux a deux, de telle fayon 
que chacune de ces faces soit changée en sa conjuguée par Tune des 
substitutions du groupe. Il résulte de lä que deux faces conjuguées sont 
congruentes. 

De méme que les faces se répartissent en paires, de méme les arétes 
se répartissent en cycles a la fa9on des sommets des polygones générateurs. 
Soit Aq une aréte qujelconque de la i*'® sorte; voici comment on trouvera 
les arétes du méme cycle. Soit i\ Tune des faces que sépare Taréte A^ ; 
Fq sa conjuguée; les faces F^ et Fq sont congruentes. Soit A^ celle des 
arétes de Fq qui est homologue de A^; elle separera la face Fq d'uhe 
autre face F^. Nous opérerons sur la face F^ öt sur Taréte A^ comme 
nous avons opéré sur la face F^ et Taréte A^. Nous obtiendron8*ainsi 
une suite de faces F^y F^j 1\, Fg,..., et une suite d'arétes -^^^ , -4j , ^^ , 
A.^j. . . et nous nous arrctcrons quand nous retomberons sur Taréte A^ . 
Toutes les arétes ainsi obtenues feront partie d'un méme cycle. 

Soient A^j -4^ , . . . -4„_i ces arétes que je suppose au nombre de n. 
Supposons qu'autour de Taréte A^ nous décrivions un contour infiniment 
petit; en décrivant ce contour on tra versera succcssivement q regions P^,, 
Pj,... P^_i. Si i<n, Taréte A^ considérée comme appartcnant ä P< 
sera Thomologue de -4,; considérée comme appartcnant a P^, elle sera 
riiomologue de A^. Ainsi la substitution qui change I\ en P„ n'altére 
pas A^. Il suit de la: 

I* que - est un nombre entier. 

m 

2** que la substitution qui change P^ en P„ est elliptique et a pour mul- 

tiplicateur e^*''^. 

3" que Varéte A^ est un cercle symétrique par rapport au plan des ^. 

4" que la som me des diédres relatifs aux diflfé rentes arétes du cycle est 
une partie aliquote de 2;r. 

Ainsi toutes les arétes de la i^" sorte sont des circonférences dont le 
plan est perpendiculaire au plan des 67 et dont le centre est dans ce plan. 
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Les cxtréinitos des aretcs s^ippelleront des soinmets. Panni les som- 

iiiets nous distinguerons: 

i" ceux qui sont en dchors du plan des c^, auxquels aboutissent trois 
ou plusieurs arétes de la i^'*"** sorte. 

2" ceux qui sont sur le plan des f^y, auxquels aboutiront uut ou plusi- 
eurs arétes de la i^'° sorte et deux arétes de la 2® sorte. 

3" Il faut ajouter aussi les sommets isoUs. Si deux faces sont tangentes 
entré elles, le point de contiict peut étre en eftet regardé comnie un 
sommet et cependant il n'appartient a aucune arétc. 
Il est clair que Ton peut remplacer, coinme dans le paragraphe précé- 

den t, la region 1\ par toute autre region F^ équmdente. Je dis qu on pourra 

toujours sWranger de telle fayon que Pq soit un polyédre liinité par des 

sphéres ou par des portions de spheres. Toutes les faces de . la . i ^"^^ sorte 

seront des spheres ou portions de spheres ayant leur centre dans le plan 

des c^; toutes les arétes seront des circonférences ou des arcs de cercle. 
Soit en eftet F une face quelconque de la premiere sorte, F' sa 

conjuguée; S la substitution qui change F en F. Plusieurs cas sont 

possibles: 

i" ou bien la face F est limitée par une aréte de la 2® sorte et cettc 
aréte est une courbe fermée. On appellera alors F^ une demi-sphere 
quelconque ayant son centre dans le plan des C3y> et Q^ la region 
limitée par F et F^ ; la substitution S' changera alors F^ en une 
autre derni-sphére F[ et Q^ en Q^ region limitée par F et F[, 
Les regions P^ et Pq = P^ — (?o "^ öo seront alors équivalentes. 

2" ou bien la face F est limitée par deux arétes dont une de la i^" 
sorte et admet deux sommets. On raisonncra de la méme fa^on; 
on devra seulement sastreindre a faire passer la fephére F^ par 
Taréte de la 1.^" sorte, qui est une circonférence d'aprés ce qaon 
a vu plus haut. 

3" ou bien la face F admet plusieurs arétes de la i^" sorte situées sur 
une méme sphére S qui a son centre dans le plan des 67- Dans 
ce cas la sphere F^ devra étre la sphére 1\ 

4" ou bien enfin les difi'érentes arétes de la i^'" sorte de la face F ne 
sont pas sur une méme sphére ayant son centre dans le plan des 
^. Dans ce cas, nous pourrons partager la face F en plusieurs 
autres f^ /*', /". Je supposerai par exemple que la face partielle f 
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nest contigtte qu'a la face f\ que f Ti'est contigue qua /* et a /*"; 
/*" a f et a /"'", etc. Je supposerai que la face partielle f est sé- 
parée de la face f par une ligne a', dont les extrémités sont y? et 
f\ que la face f est séparée de la face f" par une ligne a" dont 
les extrémités sont y?" et ^", etc. Je supposerai que toutes les arétes 
de la I*'® sorte contenues dans f et les sommets ^ et ;-' sont sur une 
rucrne sphére /J ayant son centre dans le plan des fjy; que les arétes 
de la i*'° sorte contenues dans f et les sonnnets ^, fy y?', y' sont 
sur une méme sphére f[ ayant son centre dans le plan des fjy, etc. 
et ainsi de suite. On envisagera la portion de /J limitée par les 
arétes de la i^"® sorte de /* et par rintersection de /| et de /'J; la 
portion de f[ limitée par les arétes de la i^""® sorte de f et par les 
intersections de f[ avec f^ et /*(', etc. L'ensemble de ces portions 
de surfaces sphériques formera la nouvelle face i\ sur laquelle on 
raisonnera comme plus haut. 

Dans tous les cas on aura remplacé la region P^ par une autre 
équi valen te, mais oii les faces F et F' se rönt remplacées par les faces 
F^ et F[ formées de portions de sphéres ayant leurs centres dans le plan 
des fgy. En opérant de méme sur toutes les faces de la i*'" sorte de la 
region P^, oH remplacera cette region par une autre équivalente dont 
toutes les faces de la i^""® .sorte seront formées de pareilles portions de 
surfaces sphériques. 

En resumé nous pourrons to«jours supposer que notre region P^ est 
un polyédre dont toutes les faces de la i*" sorte sont des portions de 
sphéres ayant leurs centres dans le plan des fjy. Nous Tappellerons 
polyédre générateur du groupe. 

On voit aisément qu'un pareil polyédre ne peut avoir de sommet 
isoU en dehors du plan des cjy. 

Les faces de la 2® sorte du polyédre générateur P^ seront des poly- 
gones limités par des arcs de cercle, et ces arcs de cercle seront les traces 
des faces de la i^'® sorte sur le plan des ^. Ces polygones peuvent 
étre regardés comme les polygones générateurs d*un groupe kleinéen. 

Supposons que notre polyédre P^ ait n faces de la 2** sorte F\y 
FJ,... Fl\ le polyédre liomologue P< aura aussi n faces de la 2® sorte 
PJ, F?,... JP". Si Ton excepte certains points ou certaines lignes sin- 
guliéres, tout point du plan des ^ appartient a Tune des faces F\ de 
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Tun des polyedres P<, et il ne peut d'ailleurs appartenir qu a Tune d*elles, 
puisque aucun point de lespace n'appartient ä plus d'un polyédre P^. 

Le groupc est donc proprement discontinu méme pour les poiiits du 
plan des fjy, si Ton excepte toujours les points et les lignes singuliéres 
dont il a été question plus ha ut. 

Le groupe considéré est donc kleinéen. 

Le plan des ^tj sera partagé en n regions 12 \ i?^, ... i?*; la region B!" 
se subdivise elle-méme en une infinité de polygones i^o, F\y F\j... F\,... 
telles que la substitution Si change jPJ en Ff. 

Ainsi on peut prendre pour polygone générateur du groupe, Tune 
quelconque des faces de la 2® sorte du polyédre générateur, c est a dire 
un polygone ayant pour cot^s les cercles qui ont méme centre et inéme 
rayon que les sphéres qui förment les faces de la i*" sorte de ce polyédre. 

La réciproque n est pas vraie. Considérons un groupe kleinéen quel- 
conque, et soit B^ Tun des polygones que Ton peut choisir pour son po- 
lygone générateur; construisons les sphéres qui ont méme centre et méme 
rayon que les arcs de cercle qui servent de cötés a ce polygone et en- 
visageons le polyédre P^ limité par ces sphéres. En general ce ne sera 
pas un polyédre générateur du groupe. En effet dans un polyédre géné- 
rateur deux faces . conjuguées doivent étre congruentes. Or considérons 
un cöté quelconque hc de jB^, les cétés adjacents ah et cd, le cöté con- 
jugué b'c\ les cotés adjacents a'b' et c'rf'. Construisons les sphéres 8^^ S^y 
^sj ^4? ^fi> ^6 correspondant respectivement a ces six cotés. A chaque 
c6té de R^ correspondra une face de P^. Au cöté be correspondra la 
portion de la surface de S^ qui est limitée par rintersection de cette 
sphére avec S^ et S^ ; au cöté b'c' correspondra la portion de la surface de 
S^ qui est limitée par Tintersection de cette sphére avec S^ et S^. Ce 
devraient étre la deux faces conjuguées de P^; or ces deux faces ne 
seront pas en general congruentes. 

Pour que le polyédre P^ soit un polyédre générateur du groupe, il 
faut et il suffit que ses faces conjuguées soient congruentes, et pour cela, 
voici quelle est la condition nécessaire et suffisante. 

Soit encore be un cöté de R^, ab et ed les cötés adjacents, b'& le 
cöté conjugué, a'b' et e'd' les cötés adjacents. Prolongeons les cercles 
dont font partie ces six cötés. Soit b^ le second point d'intersection des 
cercles ab et be, et de méme c^, &|, e[ les intersections respectives de 
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bc et de cd] de a'b' et de &'c'; de b' c' et de &d\ Le rapport anharmonique 
des quatre points bcb^c^ doit étre egal a celui des quatre points b'c'b[c[. 

Parmi les polygones équivalents a R^ , qui sont en nombre infini et 
qui peuvent étre choisis comme polygones génerateurs, il y en a toujours 
qui remplissent cctte condition, puisque tout groupe kleinéen est propre- 
ment discontinu pour les points non situés sur le plan des fjy et admet 
par conséquent un polyédre génératcur. Nous supposerons toujours quc 
le polygone R^ a été choisi de fa9on a satisfaire a cette condition. 

A chaque c6té de R^ correspondra alors une face de P^ ; ä deux 
cötés conjugués, correspondront deux faces conjuguées. A chaque sommet 
de Rq appartenant ä un cycle elliptique correspondra une aréte de P^ et 
aux divers sominets d\in méme cycle, correspondront les diverses arétes 
d'un méme cycle ; a un sommet de R^ appartenant a un cycle parabolique 
ou hyperbolique correspondra un sommet isolé de P^ ., On voit ainsi que 
les sommets isolés de P^ se rcpartissent en cycles. 

Je dis maintenant qu on peut toujours supposer que R^ et par con- 
séquent Pq n'admettent pas de cycle hyperbolique. En effet supposons 
que Pq admette un sommet isolé appartenant a un cycle hyperbolique, 
je dis qu'on pourra remplacer ce polyédre par un autre équivalent n'ad- 
mettant pas de cycle hyperbolique. En eflfet, d'aprés ce qu on a vu ä la 
fin du paragraphe pxécédent, on peut toujours supposer que ce cycle 
hyperbolique se compose d\ui seul sommet A. 

Le sommet Ä est un sommet isolé de P^, c'est a dire qu^il est le 
point de contact de deux faces de la i ^" sorte de P^ , tangentes Tune a 
Tautre, et que j'appellerai F et' F. Ces deux faces sont conjuguées; 
car si elles ne Tétaient pas, le cycle dont fait partie A devrait contenir 
encore d*autres sommets. Une des substitutions du groupe, que j^appelle 
Sj changera F en F% et elle sera hyperbolique, par hypöthése. La face 
F ne sera limitée par aucune aréte, ou bien elle le sera par ime seule 
aréte, ou bien par plus d'une aréte. Je dis d'abord qu'on peut toujours 
supposer que le troisiéme cas ne se presentera pas. En eflFet sil se pré- 
sentait, on tracerait sur la face F une demi-circonférence, dont le plan 
devrait étre perpendiculaire au plan des ^, et qui devrait étre assez 
petite pour étre toute entiére contenue dans la face jF; cela est toujours 
possible. Cette demi-circonférence partagerait la face F en deux autres 
F^ et F^'y Pj contiendrait par exemple le sommet A; la face F congru- 
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ente a F se diviserait de méme en deux autres F[ et Fl^ congruentes 
respectivement a F^ et a jF,. Le somniet Ä fera alors partie de deux 
faces F^ et F[ qui ne seront limitées que par une seule aréte. 

Supposons donc que la face F adrriette au plus une aréte. Con- 
struisons une sphere peu different^ de F. Si la face F admet une 
aréte, j'assujettirai la sphere a passer par cette arete. La substitution 
hyperbolique S changera en une autre sphere (?', et Ton aura toujours 
pu choisir de telle fa^ton que ces deux sphéres ne se coupent ni ne 
se touchent. Il suffit pour cela que la sphere différe suffisamment 
peu de F et que, si ^ et i? sont les deux points doubles de la substitu- 
tion Sy ces deux points soient Tun intérieur, Tautre extérieur a 0. Soit 
p^ la portion de Tespace cornprise entré et Fy p'q la portion comprise 
entré 0' et F\ La substitution S changera p^ en p'^. Le polyédre 
Pi = Pq — p^ +1^0 Gst donc équivalent a P^; donc il peut servir de 
polyédre genera teur. Mais il ne posséde plus le sommet hyperbolique Ay. 
puisque les sphéres et 0' ne se coupent pas. 

Nous pouvons donc toujours supposer que notre polygone B^ et 
notre polyédre P^ ne prcsentent pas de cycle hyperbolique; c'est ce (jue 
nous ferons désormais. 



§ 5. Existence des gronpes Ideineens. 

Supposons un polyédre générateur 1\ satisfaisant aux conditions 
énoi>cées dans le paragraphc préccdent: ses faces conjuguées sont congru- 
entes, ses aréte* de la i^*'*" sorte se répartissent en cycles elliptiques, de 
telle fa9on que la somine des diédres correspondant aux arétes d'un ménie 
cycle soit une partie aliquote de *2;r. Le groupe correspondant a ce 
polyédre est entiérement dcfini. Il reste a démontrer que ce groupe est 
discontinu, c'est a dire que les polyédres transformés de P^ remplissent 
toute la partie de Tespace située au-dö6sus du plan des ^rj et ne se 
recouvrent pas mutuellement. 

La demonstration est tout ä fait la méme que dans le cas des groupes 
fuchsiens. 
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Soit en effet A un point quelconque intérieur a P^,, JB un point 
situé au dessus du plan des ^. Joignons A k B par un are de courbe 
AMB ne coupant pas ce plan. Cet are sortira du polyédre P^ par une 
face de la i*'® sorte, on pourra construire le polyédre P^ limitrophe de 
P^ le long de cette face; Vare AMB sortira de P^ par une certaine face, 
on construira le polyédre P^ limitrophe de Pj le long de cette face, et 
ainsi de suite. 

Voici ce que nous avons ä démontrer: 

I® Qu apres un nombre fini d'opérations on arrive a un polyédre P„ a 
rintérieur duquel se trouve le point Ä 

2" Que si le point B se confond avec le point Aj de telle fa9on que 

Tarc AMB se réduise a un contour fermé AMA^ le polyédre P„ se 

confond avec P^. 

Le premier point s'établit comme dans la théorie des groupes fuch- 
siens. 

La L de Tarc AMB étant une longueur finie X, je dis que cet are 
ne pourra rencontrer qu'un nombre fini de polyédres P, ou, ce qui 
revient au méme, un nombre fini de faces F de la i*'® sorte appartenant 
a ces polyédres. En effet, on établit aisément les lemmes suivants. 

L On peut trouver un nombre entier v assez grand pour que v polyédres 
P quelconques et v faces F quelconques ne puissent avoir d'autre 
point commun qu'un sommet parabolique. 

II. Si v faces n'ont pas de sommet parabolique commun et n'ont par 
conséquent aucun point commun, et si un are de courbe traverse 
ces v faces, la L de cet are est supérieure a une certaine limite A. 

in. Tout are qui ne rencontre pas le . plan des ^, ne peut traverser 
qu'un nombre fini de faces F ayant un sommet parabolique commun. 
(Voir §§ I et 6 du Mémoire sur les groupes fuchsiens.) 

Il résulte de la que quand Tarc AMB aura traverse -t- faces jF', il 

ne pourra plus traverser que des faces ayant un sommet parabolique 
commun, et en vertu du lemme III, il n'en traversera qu un nombre fini. 
Le premier point une fois démontré, le second s'établit sans peine. 
En effet on voit immédiatement qu'il suffit de le démontrer pour un 
contour AMA infiniment petit. Or le théoréme est evident pour un 

Aeta mathenMtica. 3. Imprimö 24 Aoftt 1883. \Q 
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pareil contour, soit qu'il ne tourne pas autour d'une aréte de la i*" sorte, 
goit méme qu'il tourne autour d'une pareille aréte, puisque par hypothése, 
cette aréte fait partie d'un cycle dont la somme des diédres est une partie 
aliquote de 2;r. 

Pour les détails de la demonstration, je renverrai au § 6 du Mémoire 
sur les groupes fuchsiens. 

Ainsi les polyédres P< ne se recouvrent pas mutuellement; si P^ 
admet une face de la 2" sorte 7?^ dont les transformées sont les faces iJ, 
des polyédres P^ ces faces R^ ne se recouvrent pas non plus mutuelle- 
ment. Ainsi notre polygone généraieur et ses transfomtés ne se recouvrent pas. 

Cest ce point que je voulais établir; et, pour y parvenir, j'ai eu 
recours a un artifice dont je ne pouvais guére me dispenser dans le cas 
general; j'ai di\ passer du plan a Tespace, et des polygones B aux po- 
lyédres P. Mais si ce détour est nécessaire dans le cas le plus general, 
on peut sen affranchir dans un grand nombre de cas particuliers; c'est 
ce que nous verrons plus loin. 



§ 6. Classiftcation^ 

Parmi les groupes kleinécns, il en est qui doivent attirer particuliére- 
ment Tattention a cause de leur importance au point de vue des appli- 
cations. Ce sont ccux dont les groupes fuchsiens sont des cas particuliers, 
de telle sorte qu on peut passer d'un pareil groupe kleinéen a un groupe 
fuchsien en faisant varier d'une /ofon continue certains paramétres. Ce 
seront les groupes de la i*" espéce. 

Ceux de la 2® espéce seront ceux qui ne jouiront pas de cette pro- 
priété. 

On peut classer aussi les groupes kleinéens en genres. Nous défini- 
rons le genre du polygone générateur B^ commc dans le § 8 du Mémoire 
sur les groupes fuchsiens et le genre d^un groupe sera celui de son po- 
lygone générateur. 

Voici maintenant quelque ehose d'analogue a la classification en 

familles. 
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Nous classerons d'abord les polyédres générateurs d^aprés le nombre 
de leurs faces de la 2^ sorte. Cest la en effet un point fort important; 
car si un polyédre P^ a n faces de la 2® sorte, le plan des ^tj se trouve 
divisé en n parties et chacune de ces partias en une infinité de polygones 
R de telle fa9on qu'ä chaque substitution du groupe correspondc un po- 
lygone R et un seul. 

Nous classerons ensuite les polyédres qui admettent un niénie nombre 
de faces de la 2® sorte en familles, selon qu'ils admettent ou n admettent 
pas des cycles elliptiques, ou des cycles paraboliques. 

Donnons le dctail de cette classification pour les . groupes les plus 
importants qui sont ceux de la i^'"" espéce, en conservant aux familles 
les mémes numéros que dans la théorie des groupes fuchsiens. 

I* Polyédres admettant 2 faces de la 2® sorte. 

I**" famille. Admettent des cycles elliptiques. 

2" famille. Admettent des cycles paraboliques. 

6" famille. Admettent des cycles elliptiques et paraboliques. 

2° Polyédres admettant i face de la 2® sorte. 

3® famille. Polyédres dont toutes les faces de la i^" sorte sont des 

demi-sphéres complétes, ne se coupant ni ne se touchant 
mutuellement et qui n'admettent ni cycle elliptique, ni 
cycle parabolique. 

4* famille. Admettent des cycles paraboliques. 

5® famille. Admettent des cycle^ elliptiques. 

7' famille. Admettent des cycles elliptiques et paraboliques. 



§ 7. Troifdéme famille. 

Voici quel est le mode de generation des groupes de la 3® famille. 

Considérons 2n cercles qui ne se coupent ni ne se touchent; je 
supposerai, pour fixer les idées, que ces 2n cercles soient tous extérieurs 
les uns aux autres. Le polygone jB^ sera la portion du plan qui est 
extérieure ä la fois ä tous ces cercles. J^appelle ces cercles C^, Cj,...(7^; 
C\j C'3,... C"„. Je suppose que les cercles C< et C[ soient conjuguées. 
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Soit Si une substitution qui change C< en C[ et de tellc fa9on que Tex- 
terieur de 6\ se change dans Tintcrieur de Cl, Si est alors une substi- 
tution hyperbolique ou loxodromique dont un point double est intérieur 
a Ci et Tautre a Cl. 

Le groupe dérivé des substitutions Si est alors un groupe kleinéen 
de la 3"* famille. 

Pour démontrer que de groupe est discontinu, il n*est pas nécessaire 
d^avoir recours ä la marche dctournée du § 5. En eflfet, construisons le 
polygone -B, limitrophe de B^ le long de 6\', c'est a dire le transformé 
de Rq par la substitution Si] il sera tout entier ä Tintérieur de C[. 
L'enseinble des polygones R^ et 22, se compose alors de la partie du plan 
extérieure a la fois a 4n — 2 cercles (extérieurs les uns aux autres) qui 
servent de cötés a ces deux polygones. Soit C^ Tun de ces cercles; si 
. Ton veut construire le polygone Rj^ limitrophe de R^ ou de i?< le long 
de Ctj ce polygone sera tout entier intérieur a C^ et ainsi de suite. On 
voit aisément en continuant de la sorte que les polygones ainsi construits 
ne peuvent se recouvrir mutuellement, et par conséquent que le groupe 
est discontinu. 

Quelles sont maintenant les conditions imposées aux substitutions Si? 
Ces n substitutions doivent étre telles que Ton puisse trouver n cercles 
(7j , Cj , . . . (7„ , de telle fa^on que ces n cercles et leurs transformés 
respectifs C\ , Cj > • • • (^n soient tous extérieurs les uns aux autres. Ce 
ne sont la que des conditions d'inégalité; ainsi le groupe dérivé de n 
substitutions est discontinu, pourvu que les coöfficients de ces substitutions 
satisfassent a certaines inégalités. 

Parmi les groupes de la 3™® famille il en est qui méritent une 
mention particuliére. On peut supposer que le polygone R^ est symé- 
trique par rapport a un certain cercle C„^,, de telle fa9on que les cercles 
conjuguées C^ et Cl soient symétriques Tun de Tautre, et que toutes les 
substitutions du groupe puissent s'obtenir en combinant les inversions par 
rapport aux cercles C\, C^, . . . C„, C^^^. Nous dirons alors que le groupe 
est symétrique. 
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§ 8. Deuxiétne Fa^inUle. 



Figl 



Supposons que 2n cercles Cj, C^y... (7„, soient situés de telle sorte 
i" qu^ils soient tous extérieurs les ims aux autres; 2" que le cercle (7^ 
touche extérieurement les cercles C<_i et C<_^i ; 3" que le cercle C^„ touche 
extérieurement les cercles C\„_^ et 6\. Appelons A^ le point de contact 
des cercles C(_i et C^ et ^^ le point de contact des cercles C„ et C^ . 
Le plan se trouve di vise en trois parties: 1° le polygone R^ extérieur ä 
chacun des cercles C et intérieur ä la figure fonnée par Tensemble de 
ces cercles; ce sera notre polygone générateur; 2** le polygone Bq extérieur 
a la fois a tous ces cercles et a la figure formée par leur ensemble; 
3" enfin Tintérieur des divers cercles C. 

Si nous formens le polyédre générateur P^ , 
ce polyédre presentera 2n faces de la 1^" sorte 
formées par les surfaces des sphéres qui ont méme 
centra et méme rayon que les cercles C: 2 faces 
de la 2® sorte qui seront les polygones R^ et Rq 
et 2w sommets isolés Ä^y A^, . . . A^n . Je supposerai 
que les faces C\ et C^n^i^t sont conjugtiées et que le 
polyédre admet n + 1 cycles paraboliques, formés 
respectiveraent des sommets A^; A.^ et A^„; ...A^ 

et A«+i-i; •••; A et Ai+'ij A+i- Cela suppose 
que nous avons entré les sommets A la relation: 

(^8 — A^){A^ — ^3) . . . {Ain — A2n-\) = (^9 — ^t)(^6 — -^4) • • • (^1 — ^2»). 

Ici, comme dans le paragraphe précédent, la discontinuité du groupe 
peut se démontrer directement, sans qu'il soit besoin de recourir ä Tar- 
tifice du § 5. On voit que le plan se décompose en deux domaines D 
et D'; le premier est recouvert par le polygone R^ et ses transformés, 
le second par le polygone Rq et ses transformés. Ces^deux domaines 
sont séparés par une ligne jL, si Ton peut appeler cela une ligiie. 

Supposons que Ton ait construit un certain nombre de polygones 
Rqj iJ, ,... Rn et les polygones correspondants Rq^ ÄJ,... i2'„. On sera 
certain: i" que tout point faisant partie de Tuh des polygones R appar- 
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tiendra au doniaine 1); 2* que tout point faisant partie de run des po- 
lygones R appartiendra au domaine D'; 3° que tout sommet de Tun des 
polygones B appartient a la ligne L. 

Les sommets de divers polygones B förment eine uyiendliche Punkt- 
menge{^) P et pour obtenir la ligne />, il faut ajouter a cette Punktmenge 
gon erste Ähleitung P. On voit que la ligne L est eine perfecte und ziir 
sammenhangende Punktmenge. Cest dans ce sens que c^est une ligne. Mais 
nous allons voir qu*elle ne jouit pas de toutes les propriétés que nous 
sornmes habitucs a attribuer aux lignes. 

Cherchons d'abord si cette ligne posséde une tungente. A ce point 
de vue nous devons distinguer les points de la Punktmenge P et ceux 
qui appartiennent a son Äbleitung P sans appartenir å P. Envisageons 
d'abord un point de P; je dis quen ce point il y aura une tangente, 
D*abord nous pouvons supposer que ce point est un sommet de i?^, car 
rien ne distingue B^ des autres polygones JR/, nous pouvons supposer que 
ce point est précisément -4j , car ce qui distingue A^ des autres sommets 
de Bq^ cVst ([ue le cycle dont fait partie A^ ne contient pas d'autre 
sommet; or nous avons vu a la fin du § 3 que Ton peut toujours sup- 
poser qu'un cycl(» donné ne se compose que d'un seul sommet. Le groupe 
envisagé contiendra alors une certaine substitution parabolique S qui aura 
-4j pour point double. Soit 

I I 



(, 



+ h 



z — A, z — A 

cette substitution. Soit ti un point tel que: 

arg (AT — Å^ = — arg h , 

Joignons -4jJV^, je dis que A^'N sera tangente ii notre ligne X. Voici ce 
que j'entcnds par la. Supposoiis que p (*t (o soient les coordonnées po- 
laires d'un point de L en prenant A^ pour pole et A^^ pour axe po- 
laire; je dis que quand p tendra vers o, io tendra vers o, de tello fa9on 
que A^l^ sera la limite d'une fécante A^H^ de la ligne i, lorsque le 
point B^ se rapprochera indéfiniment de A^, 

Pour démontrer cela, je vais construire deux cercles K et K se 



(*) Pour le sens precis des diverscs expressions allemandes que je vais employer, 
voir ■ Cantor: Grundlagen einer MannichfaUigkeitslehre, Leipzig, Teubner 1883. Voir 
aussi la traduetion franyaiso de ce iiiémoirc: Ada malhematicn. 2, pag. 381 — 408. 
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touchant extérieurement en A^ et tangents tous deux ä A^N. Je choi- 
sirai le cercle K de telle fa9on qu'il coupe les cötés A^A^ et A^A^^ du 
polygone B^ et ne coupe aucun autre c6té de ce polygone. De méme 
le cercle K devra couper les c6tés A^A^ et A^A^^ du polygone iJi et 
ne couper aucun autre c6té de ce polygone. Soit r^ la partie de R^ qui 
est intérieure a JST et ri la partie de jR^ qui est intérieure ä K. Il est 
clair que les transformés successifs de r^ par les puissances positives et 
negatives de la substitution 8 rempliront tout ce cercle JST, de sorte que 
ce cercle fait tout entier partie du domaine D, De méme le cercle K 
fera tout entier partie du domaine D\ Il en résulte que la ligne L est 
tout entiére dans la portion du plan extérieure ä la fois aux deux cercles 
K et K. Cela suffit pour démontrer le théoréme énoncé. 

Toutefois la ligne A^N ne jouit pas des mémes pröpriétés que les 
tangentes aux lignes ordinaires. On voit aisément en effet, que si Ton 
joint par une droite BC deux points J5 et C de la Punktmenge P, et que 
Ton fasse tendre B et C simultanément vers le point A^ , la limite de 
la droite BC n'est pas en general la tangente A^N. Considérons en effet 
deux points B^ et C^ de la Punktmenge P, choisis de telle sorte que le 
cercle A^B^C^ ne soit pas tangent a A^N. Considérons les transformés 
successifs B^C^y B^C^y...y B^C^ de B^C^ par les puissances positives de 
8. Quand n croitra indéfiniment J5„ et C^ se rapprocheront de A^ et 
Tangle de J5„C„ avec A^N tendra vers une limite finie. De plus j'ai tout 
lieu de croire qu'il n'y a pas de tangente aux points de L qui ne font 
pas partie de P. 

Je dis maintenant que la ligne L rxa pas de cercle osculateur. Je 
dis que si on méne un cei»cle k tangent en A^ a la droite A^N et pas- 
sant par un point B^ de i, ce cercle ne tendra pas vers une limite dé- 
terminée lorsque le point B^ se rapprochera du point A^. Menons en 
effet deux cercles k' et A" tangents tous deux en A^ a la droite A^N et 
passant respcctivement par deux points B^ et Bö de la ligne L. Soient 
B[y Bi , . . . , ^ les transformés successifs de Bq par les puissances de 8. 
Ils seront tous sur k' et deviendront infiniment rapprochés de A^ quand 
n deviendra infini. 

Donc si le cercle osculateur existait ce devrait étre le cercle k'. 
Mais ce devrait étre en méme temps le cercle k'\ Donc le cercle oscula- 
teur n existe pas. 
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J'en ai dit assez, je pense, pour fairc comprendre a quel point la 
ligne L diflfére d'uneligne analytique. 



g 9. Groupes syniétriques. 

Considérons un polygone 77^ limito par w + i arcs de cercle A^A^j 
A^A^j...y A^_xAnj -4„^„^.i, A^j^^A^ se coupant en n + i points -4^, 
A^^...y A^j^i qui sont les sommets de ce polygone. Construisons les po- 
lygones 77 symétriques de fl^ par rapport a ses divers c6tés, puis les 
polygones symétriques des n + i polygones 77 par rapport ä leurs divers 
c6t6s et ainsi de suite. Si les divers polygones ainsi construits ne se re- 
couvrent pas mutuellement, on aura un groupe kleinéen. 

Soit 77o le polygone symétrique de 77^ par rapport au coié A^j^xA^\ 
le polygone fT^ + U^ = R^ sera le polygone géncrateur du groupe; il 
admettra 2w c6tés, a savoir les n cötés A^A^, A^A^y...j A^_^A^ de 11^ 
et les cötés symétriques de 77^. Deux cötés symétriques seront d'aiilcurs 
conjugués. 

La premiére condition évidemment nécessaire pour que le groupe 
soit discontinu, c'est que tous les angles A^j A^y..., A„y A^^i du po- 
lygone 7/^ soient nuls ou soient des parties aliquotes de ;r; ils sont donc 
tous droits ou aigus. 

Supposons cette condition remplie et construisons le polyédre P^ 
générateur du groupe. Pour cela construisons. les sphéres 2\ , 2^ , . . . , l\^i 
qui ont méme centre et méme rayon que les arcs de cercle A^A^^ A^A^j 
..., A^^iA^. Ces sphéres limiteront un certain polyédre K^. On con- 
struira ensuite le polyédre Kq symétrique de K^ par rapport a la sphére 
I!„^i. Le polyédre P^ = K^ -^ Kq sera alors le polyédre générateur du 
groupe. 

Les sphéres U^^i et 1\ se couperont suivant une circonférence C^ 
qui coupera le plan des fjy en deux points A^ et i?, dont le premier est 
un sommet de 77^. De meme les sphéres 2i_i et 2\ se couperont suivant 
une circonférence C^ qui coupera le plan des cjy en deux points Ai et B^ 
dont le premier est un sommet de 77^. 
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Cela pose, oii peut faire diverses hypothéses. 

On peut supposer que les sphéres 2' n'ont pas d'autre intersection que 
les circonféreiiccs C,, C,,... 6'„^i. Cest ce qui arrive par exemple 
dans le cas de la figure 2. Dans ce cas le 
polyédre K^ admet deux faces de la 2** sorte Fé.'2 

Uq et Aq. La face A^ est forrnée dans le 
cas de la figure 2 de la portion du plan 
extérieure au contour polygonal curviligne 
B^B^B^ . . . B„^i. Le polyédre K^ admet en 
outre n -\- i faces de la i^'® sorte qui sont 
les portions des sphéres 2\ , I, , . . . , 2^+1 , 
limitées respectivement par les circonférences 
Cj et Cj , Cj et Cg , . . . C^^.1 et C^ , et w + i 
arétes de la i^'* sorte qui sont ces circon- 
férences elles-mémes. Le polyédre P^ = JST^ + K^ admet de méme 
2 faces de la 2® sorte, in faces de la i^'*" sorte et 2n arétes de la 
I*''' sorte. • ' 

Les conditions de discontinuité du groupe sont remplies et nous 
avons un groupe kleinéen. De plus il est de la i*" espéce, car on 
peut en déformant d'une maniére continue le polygone fl^ passer au 
cas oii les c6tés de ce polygone sont orthogonaux ä une circonférence, 
c'est a dire au cas des groupes f uchsiens. Le plan est divisé en deux 
domaines D et D', le premier rempli par le polygone R^ et ses trans- 
formés, le second par le polygone A^ et ses transformés. 

On pourrait supposer aussi que les sphéres 2 admettent d'autres in- 
tersections que les circonférences Cj , C, , . . . C^^^ , qu'elles se coupent 
par exemple suivant d'autres circonférences ft^, Ä,,... Ä^; mais que 
ces circonférences restent tout entiéres extérieures au polyédre JST^, 
de telle fa9on qu'elles ne soient pas des arétes de ce polyédre. 
Mais il est aisé de voir que cette supposition est incompatible avec 
rhypothése que nous avons faite que les angles de 11^ sont tous 
droits ou aigus. • 

On peut supposer que le polyédre K^ admet comme arétes, outre les 
circonférences C, une ou plusieurs des circonférences k et que les 
angles diédres correspondants ne sont pas des parties aliquotes de ;r. 
Il est clair alors que le groupe n'est pas discontinu. 

Aeta mathemaUea. 8. Imprimé 24 Aoftt 1883. \\ 
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4** Il peut arriver enfin que le polyédre K^ admette comme aréteg, outre 
les circonférences C, une ou plusieurs des circonférences k et que les 
diédres correspondants soiént des parties aliquotes de tt. Dans ce cas 
le groupe est discontinu, mais on ne peut passer au cas des groupes 
fuchsiens en déformant le polygone /7^. Le groupe est donc de la 
2® espéce. 
Prenons comme exemple le cas de la figure 3. Le polygone Jf^ est 




un quadrilatére A^A^A^A^ dont deux cötés opposés A^A^ et A^A^ sont 
des lignes droites qui prolongées vont se couper en F. Je suppose de 
plus que les angles A^y -4^ , A^y A^ et F sont des parties aliquotes de tt. 
Le polyédre K^ n'admet alors que des diédres égaux a des parties ali- 
quotes de TT. Il a trois faces de la 2^ sortc, 77^, M^ et T^; il a quatre 
faces de la i*" sorte faisant partie respectivement des sphéres A^A^ et A^A^ 
et des plans A^A^ et A^A^. Le groupe G considéré est donc discontinu. 

Si Ton prend le polyédre Kq symétrique de K^ par rapport å la droite 
A^A^y Teusemble de ces polyédres sera P^ et aura pour faces de la 2® 
sorte 77, + 77;, M^ + M', et T, + T^ en appelant 77i, itf; et tI les po- 
lygones symétriques de T/J,, M^ et T^. Le plan des $rj va se trouver 
di vise en trois domaines D, D' et D" recouverts respectivement par ks 
transformés de 77^ + 77^, par ceux de M^ + M^ et par ceux de T^ -\- T^. 

Etudions d'abord le domaine D'. Supposons qu'on construise les 
triangles symétriques de M^ par rapport ä ses trois cotés, puis les tri- 
angles symétriques de ceux-ci par rapport ä leurs divers cötés et ainsi de 
suite. Tous les triangles ainsi construits recouvriront un certain cercle H 
qui a pour centre F et qui coupe orthogonalement le cercle A^A^B^B^. 
Ce cercle H sera donc une partie du domaine D', mais une partie seule- 
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ment. En effet, le cercle H est recouvert par les transformés de M^ + -^^o 
par certaines substitutions du groupe G. Ces substitutions s'obtiennent 
en combinant de toutes les maniércs possibles les trois inversions par 
rapport aux cercles FB^y FD^ et B^B^^ de telle fa^on que le nonibre 
total des substitutions conjbinées soit pair. Ces substitutions förment un 
groupe g qui est fuchsien et qui est un sous-groupe du groupe kleinéen 
G. Pour avoir les autres transformés du quadrilatére M^ + ^K ^^ P^^ 
conséquent les autres parties du domaine D', il faut prendre les symé- 
triques du cercle H par rapport au cercle A^A^ et a ses transformés. 
On obtient ainsi une infinité de cercles H^, IT^ > • • • ^^^*' l'ensemble con- 
stitue le domaine D'. Ce domaine n*est donc pas d'une seule piéce. 

Il en est de meme de B'\ En effet on démontrerait de méme qu en 
construisant les triangles symctriques de T^ par rapport aux trois cotés 
de ce triangle, puis les triangles symétriques de ceux-ci par rapport ä 
leurs divers cötes, et ainsi de suitc, on obtient tous les transformés de 
Tq + Tq ^^^ les substitutions d'un sous-groupe fuchsien g^ du groupe 
kleinéen G. Ces transformés recouvrent la portion du plan extérieure a 
un certain cercle J et cette portion du plan ainsi que Tintérieur des 
divers cercles J^, e/^,... symétriques de J par rapport au cercle A^A^ 
et ä ses transformés, constituent le domaine D". 

Au contraire le domaine D est d'une seule piéce. Si en effet nous 
construisons les polygones symétriques de 11^ par rapport aux cötés de 
ce quadrilatére, puis les polygones symétriques de ceux-ci par rapport a 
leurs divers cotés, et ainsi de suite, nous obtenons évidemment tous les 
transformés de 11^ + 77^ et par conséquent tout le domaine B. Mais la 
figure ainsi formée par ces polygones que Ton construit successivement a 
c6té les uns des autres est d'une seule piéce. Il en est donc de méme 
de B. 

Ce domaine B est d^ailleurs limité par les circopférences 77, H\^ , 
JF/j , . . . , J, Jj , Jjj , . . . ; // nest donc pas simplement connexe. Cette cir- 
constance aurait rendu presque impossible la demonstration directede la 
discontinuité du groupe et nécessitait Temploi de Tartifice dont nous 
avons fait usage. 

L'existence de ces domaines limités par un nombre infini de cercles 
a été signalée pour la premiére fois par M. Klein. 
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§ 10, Premie ve famille. 

Dans le § 1 1 du Mémoire sur les groupes fuchsiens, nous avons 
envisagé (page 56) un hexagone ABCDEFy dont les cotcs AB et CD, 
CD et DEj EF et FA sont conjugués et dont les angles By Dy F at 
A -{' C -{- E sont des parties aliquotes de 2;r. Déformons cet hexagone 
de fa9on que ses angles continuent ä satisfaire a cette condition, mais que 
ses cotés ne soient plus orthogonaux a un méine cercle fondamental et 
cherchons ä quelle condition il restera le polygone générateur d'un 
groupe kleinéen. 

Considérons donc le groupe engendré par notre hexagone déformé 
ABCDEF. Il sera évidemment dérivé de trois substitutions elliptiques 
S^y S^ et S^ qui ont respectivement pour points doubles B et B', D et 
D'y F et F et pour niultiplicateurs e^^y é^y e'*", fiy d et ip désignant les 
angles By D et F. 

S^ change BA en BO 





s. 


» DC en DE 




s. 


» FE en FA. 


La conibinaison 




8,8,8, = 8, 



est aussi une substitution elliptique qui a pour points doubles A et A' 
et pour multiplicateur e"^'", a désignant langle A -^ C -^ E. 
Les combinäisons 



SAS^^S, et S,SÄ = S, 



ont aussi pour multiplicateurs e *"* et elles ont respectivement pour points 
doubles G et C, E et E\ 

Voyons maintenant quelles relations doivent avoir lieu entré ces 
points doubles et ces multiplicateurs. 
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Soient z^ le transformé de z par S^y z^ celui de z^ par S^y z^ celui 

de z^ par 8^\ z^ sera par conséquent le transformé de z par 8^ et nous 
auroDs les relations: 



(O 



^1 


— B i^z — B 


^1 


if' z J5' 


2t 


— D ,, z,—D 


^. 


zy 2. -z^' 


^3 


-*' -jr^>-^ 


^. 


F' z, *" 


^3 


^ __ia 2? •■ ^ 




_ nrr (} — 


^3 


A' z A' 



En dififérentiant lés relations (i), on trouve: 

d«, i^ dz dz^ _*^ dz 



^ — ^ 7 BTT»' 7 D^ = ^ 



u,-i?r (^-^r ^h-^y (^-^r 

= e i-r-z» —rr: = e 



(2) 



^h-jyy {h-^r (z,-Dr {z.-ny 



(^a-n'' (^.-n^^ Ua-^r (^.-*r 

c^23 __ -f« dz dz^ _ ia dz 



(^. 


-■B)' 




dz^ 


(^. 


-DY 




dz^ 


(^3 


Fy 




<fz. 



(z,-Ar {z-AT (z,-Ay {z^Ay 

Parmi les relations (2) envisageons les trois premicres de la seconde 
colonne et la derniére de la premiére colonne et faison y^ z = A d'ou 
z^ = Cy z^ =^ Ey z^ = A] il viendra en combinant les relations ainsi 
obtcnues de maniére ä éiiminer dZy dz^y dz^y dz^: 

(C — By{E — Dy(A — Fy 

ou: 

(A - B){C - D){E - F) _ ,£zt£zi- 
^^^ {B — GXD — EXF —A) " 

Une discussion facile montre que c'est le signe + qui convient. 
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Dans le cas oii les quatre angles a, y9, (? et jr sont nuls, c'est a dire 
dans le cas ou la groupe se réduit a la 2"" faniille la relation (3) devient: 

{A — B){C-' DXE — F)=^ {B — C)(D — E){hl — A). 

Supposons done qu'on sé donne, outre les angles a, y9, f?, jr, six 
points doubles A, 7?, C, D, E, F de fa^on a satisfaire k la relation (3). 
Les trois points doubles B\ D' et F' sont alors determincs par les équa- 
tions: 

C — B ,^s A — B E — D _ , j G—D A—F ,y E — F 
C—B'^^ A— B'' E-D'~^ C — D'' A — F " ^ E — F' 

et les trois points doubles A'y C et J5J' par les relations: 

G' — B ,;, A' — B K — D _ ,v; G' — D A — F ,y F/ — F 
C — B'~~^ A' — b' E'~— D ~ ^ G' — D\ Ä — F ~~ '' E' — F ' 

Il n'arrivera pas en general que les quatre points Aj B, Ä'j B' 
seront sur un méme cercle. Il en sera de méine des points B, B', C et 
C] C, 6", D et D' etc. Il résulte de la que si nous construisons le 
polyedre P^ générateur du groupe, la face de la 2* sorte de ce po- 
lyédre ne sera pas en general Thexagone ABCDEFy mais un dodécagone, 
ainsi qu*on va le voir: . 

Voici en effet comment on peut construire le polyedre P^. 

Considérons 6 cercles K^j K^y... K^ passant respectiveinent par A 
et Aj par B et B\ par C et C", par D et D\ par E et E\ par F et F. 
Les deux premiers se couperont en H^ et H[, les deux sui vants en H^ 
et 7/2, les deux derniers en H^ et i/3. Soient maintenant K[ et K^ les 
transforraés de K^ et K^ par S^\ ils passeront, le premier* par C et C, 
le second par B et B' et ils se couperont en J^ et J[. 

Soient de méme K'^ et K[ les transformés de K^ et de K^ par Ä,; 
K'^ et Äg les transformés de K^ et de K^ par S^. Ces quatre cercles 
passeront respectivement par E et E\ par D et D', par ^ et A% par i^ 
et F' et ils se couperont les deux premiers en J^ et J2', ^cs deux der- 
niers en Jg et Jg'. 

Je suppose que ces différents cercles n'aient pas d'autre point d'inter- 
sectiori que ceux que je viens d'énumérer et que la position relative de 
ces divers cercles et points soit celle qui est indiquée par la figure 4. 
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Dans ce cas construisons les sphéres 2\ et I[ qui ont méme centre et 
méme rayon que les cercles Ki et Kl. Puis envisageons le polyédre P^ 
formé par la portion du plan extérieure a ces douze sphéres. Ce po-^ 



Ri* 




lyédre aura deux faces de la 2® sorte, B^ et 2?J qui seront respectivement 
les portions du plan intérieure et extérieure a Tanneau formé par les 
douze cercles iT^ et Kl] il aura douze faces de la i*" sorte formées par 
des portions des sphéres 2'» et 2i[; ces douze faces seront conjuguées deux 
a deux de telle fa^on que la face X soit conjuguée de 2\. Le polyédre 
Pq admettra douze arétes de la premicre sorte formées par les intersec- 
tions deux a deux des sphéres 2\ et 2j; ces arétes se répartiront en 7 
cycles ainsi que Tindique le tableau suivant. 



Somme des diédres da cycle 

a 

/? 
å 

2;r 

2.T 

2.T 



Aux quatre premiers cycles correspondent les substitutions elliptiques 
S^j S^y S^ et S.^'j aux trois derniers la substitution identique. Si done 



Nnméro da 


cycle 


Arétes faissnt partle da cycle 


I 




AA\ CC . 


et EE' 


2 




BB' 




3 




DD' 




4 




FF 




5 




H, H\ et 


J.J\ 


6 




ff. H', et 


J.J\ 


7 




H, H\ et 


J.J'. 
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les cercles K^ et Kl sont dans la situation relative indiquée par la figure 
4, le groupe considéré, dont le polyédre générateur sera P^, se ra discontinu. 

Notre groupe sera donc kleinéen, pourvu que les points doubles 
Ä, By C, Dj E, F satisfassent non-seuleinent a la relation (3) inais a 
des inégalités exprimant que les douze cercles A', et A7 sont dans la 
situation relative indiquée par la figure 4. 

Le plan se trouve partagé en deux domaines limités par une ligne 
L. Voici comment on peut trojiver la generation de la ligne L: on 
considéré Tensemble des points doubles de toutes les substitutions hyper- 
boliques ou loxodrojniques du groupe. Ces points doubles förment une 
Punktmenge P; si on y adjoint son erste Ahleitung P, on aura la ligne L. 



8 11. JFonctityns kleinéennes. 

Soit G un groupe kleinéen quelconque et soient 






les diverses substitutions de ce groupe. Fonnons corame dans la théorie 
des fonctions fuchsiennes la serie suivante: 

ralgorithme H{z) representant une fonction rationnelle de z dont aucun 
infini ne se confond avec un point singulier du groupe, et m désignant 
un entier plus grand que i. 

Cette serie est convergente. Dans le § i du Mémoire sur les fonc- 
tions fuchsiennes, nous avons donné deux demonstrations de la convergence 
de cette serie. La premicre de ces demonstrations subsiste dans le cas 
qui nous occupe; il n'en serait pas de méme de la seconde. 

A tout groupe kleinéen correspondent donc une infinité de fonctions 
thétakleinéennes 9{z) et de fonctions kleinéennes F{z) jouissant des pro- 
priétés 
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XTiZ + Oi) 

Ces fonctions jouissent dos mémes propriétés que les fonctions fuclisiennes 
et thétafuchsiennes. Par conséquent toutes les fonctions kleinéenncs s'ex- 
priment rationnelicment ä Taide de deux d'entre olles, x et y, entré les- 
quelles il y a une relation algébrique 

(2) f{x, y) = O 

dont le genre est egal a celui du groupe G. Qua^nd ce genre est nul, 
toutes les fonctions kleinéennes s'expriment rationnellement a Taide de 
Tune d'entre elles que j'appelle x. 
Si je pose: 

v^ et t?2 sont deux intégrales de Téquation lincairo: 

(3) T3=f(«> ?/)^ 




qui se réduit a 



(3) d^« = ^(*)'' 

dans le cas ou le g^nre est nul (Cf § 4 du Mémoire sur les fonctions 
f uchsiennes) ; dans ces équations ^ désigne une fonction rationnello. 

Exaininons quelques cas particuliers, et d'abord reprenons Téquntion 
(3') des paragraphes 5 et 7 du Mémoire sur les fonctions fuclisiennes: 

d'v _ P{x) 
dx' ■" Q\x) ^ 



\ 



ou 

Q{x) = {x — a^){x — a,) . . . (r — a„), 

Acfa malhfmalica. .t. Imprimé 8 Septembru 1883. 12 
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Le polynome P(x) est de degré 2n — 2 et je suppose qu'il satisfait aux 
w + I conditions suivantes 

(4) 

eoefficient de x^^~^ dans P(x) = — ( — I- 

V4 4/?n"+i ; 

Les nombres y9j, y?^,... /Sn+\ s^nt des entiers positifs qui peuvent devenir 
infiiiis. 

Nous avons vu que si le polynome P{x) (outre les n + i conditions 
(4) qui sont complexes et qui par conséquent équivalent ä 2n + 2 con- 
ditions reelles) satisfait ä 2n — 4 autres conditions reelles et transcen- 
dantes, la variable x est une fonction fuchsienne du rapport des intégrales. 

Il résulte de la théorie précédcnte que si le polynome P{x) satisfait 
non seulement aux conditions (4), mais ä certaines inégalilés, la variable x 
sera une fonction kleinéenne du rapport des intégrales. Supposons en 
effet les conditions (4) remplies; appelons z le rapport des intégrales de 
réquation (3); quand x reviendra ä sa valeur initiale, apres avoir décrit 

un contour fermé (7^, ;? se changera en , ^* et les substitutions 






formeront un groupe G. 

Si ce groupe est kleinéen, x sera une fonction kleinéenne de z. Or 
ce groupe ö, comme on le voit aisément est dérivé de n substitutions 
elliptiques ou paraboliques ä^, S^, . . . S^, ayant respectivement pour mul- 
tiplicateurs 

2iff 2ir a<jr 2<r 

ö Ä , e ihy e fit y . . . e^- . 
La combinaison 

O • O o • • • ^ fl 

sera aussi une substitution elliptique ou parabolique qui aura pour multi- 
plicateur: 

2ir 



e M» . 



Or nous avons vu au paragraphe précédent qu'il suffit de certaines 



Mémoire sur les groupcs kleiDecns. 91 

inégalités imposées aux coöfficients d'un pareil groupe G pour qu'il soit 
discontinu. Il suffira donc aussi d'imposer certaines inégalités aux coéf- 
ficients de P{x) pour que x soit fonction uniforine de ^. 

Reprenons de méme Téquation (3) du paragraphe 6 du Mémoire sur 
les fonctions fuchsiennes 

^ = ?'(«, y)^. s^(«> y) = o- 

J'appelle a<, 6, les points analytiques différents de c<, d^ et pour 
lesquels la fonction (p devient infinic. Je supposc que la fonction <p' 
satisfasse aux conditions suivantes: 

(dx\^ 3 

(5) 

I — )*? 

lim (x — ai)ip{x, y) =-■ -r-^ (pour ic = a< , y = i,). 

Les nombrcs y?^ sont encore ici des entiers positifs qui peuvent devenir 
infinis. 

Nous avons vu que si la fonction f> sätisfait en outre ä certaines 
conditions transcendantes, x est fonction fuchsienne du rapport z des 
variables. De méme si cette fonction ^ sätisfait non seulemeiW; aux 
équations (5) mais ä certaines inégalités, x sera fonction kleinéenne de z. 
La demonstration serait tout a fait analogue a celle qui précéde. 

Aingi pour que dans Téquation (3) x exprimé en fonction de z soit 
une fonction kleinéenne de la 1*", de la 2**, ou de la 6** familles, il 
suffit de certaines égcUités aJgébriques et de certaines inégalités. Nous 
n'avons pas ä nous imposer (Tégalité transcendante. Il n en est pas de 
méme pour les fonctions des autres familles. Si nous voulons par exemple 
que dans Téquation (3) x soit fonction kleinéenne de la 3*"° famille du 
rapport z des intégrales, il faudra nous imposer certaines égalités tran- 
scendantes. 

Reprenons en efiFet Téquation (3) du paragraphe 8 du Mémoire sur 
les fonctions fuchsiennes 

^« = f(«, !/)v, s^(«, y) = o 



92 H. Poincaré. 

en supposant que la fonction (p satisfait aux conditioiis énoncées a la 
page 278 de ce paragraphe (lignes 30 et suivantes). Soit n le genre de 
la relation ^ = o; le groupe kleineen de notre equation (3) devra étre 
dg genre n et dépendra par conséquent de y^ — 3 parainétres complexes; 
c'est a dire précisément d'autant de paramétres qu'il y a de modules 
dans la relation tp = o. Quand on se donnera cette relation ^ = o, le 
groupe kleineen sera donc entiérenient déterminé; il en sera done de 
meme de la fonction <f. Il résulte de la que cette fonction est assujettie, 
indépendamment des conditions algébriques de la page 278 du Mémoire 
sur les fonctions fuchsiennes, a n conditions transcendantes, puisque ces 
conditions algébriques ne suffiraient pas pour la dcterminer. 



§ 12. HistoHque. 

Cest M. ScnoTTKY qui a le premier remarqué la discontinuitc de 
certains gröupes kleinéens (Journal ftir reine und angewandtc Mathematik, 
Bd 83, page 346), a savoir des groupes symétriques de la 3^™° faniille. 
Depuis, M. Klein a approfondi la théorie de ces gröupes dans diverses 
notcs insérées aux Mathematische Annalen (Tonies XIX, XX et XXI) et 
dans un mémoire plus etendu inséré dans le XXP volume de ces mémes 
annales et intitulé: Ueber RiEMANNSche Functionentheorie. 

J^avais moi-méme dans deux notes que j'eus rhonneur de presenter 
a TAcadcmie des Sciences de Paris le 27 Juin et le 11 Juillet 1881 
(voir Comptes Rendus, Tomes 92 et 93) cnoncé succinctement la plupart 
des resultats exposés dans le present mémoire. 

• 

Paris 19 Mai 1883. 



SUR LA TRANSFORMATION 



DES 



FONCTIONS ELLIPTIOUES. 



PAK 



MARTIN KRAUSE 

å BOSTOCK. 



Soit n un nombrc positif impair pris a volontc, puis 



t o 



C t 



I 

un representant pris ä volontc appartcnant ä la transformation de n*"* 
degré, on a, coinnie on sait, les équations: 



(O 



»{v', f), =^ X,»(;VY, + X,&{v)r' »{Vjt + ... + X„^,9{v).^fi{v)r' 



B{v', Oa = ^i^W" + ■hK^Yz-''»^ + . . . + ^„+ !%)»%);-' 



t-\ 



(— I) » %', o, = x^9{v)\ + x,»{v)r-H{v)l + . . . + x^^,9{:v\&{v)t\ 

'a' 

Åeta malhematieu, 3. Imprlmé 8 Scptcmbrc 1883. 
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Dans CCS cquations: 

v' =.tv, T'= ^~-^; 

et les grandeurs x^j x^, . . . x,^^i sont des constantes qui seront déterminées 

dans la suite. 

Ces équations peuvent se mettre sous la forme: 

— ■ •*'! i~ «*'ä o i" ••• "i •♦^n + l .. 1 

*(«', or *(.); ~ \Kv)l'^-'' 9{VT, -i-.- + -^=±l ^^^n 



(2) 



"y>-< Oo if{v)o a{v)a »(t))o s o{y)t 



'■'v^i ^h t?{v)o ä(v)o a{v)o 2 <^Wo 

Alors, si on a les rapports: 

o„ = %A. /^•=|' *'=-i' 



O 



w' = 7:01 v' = TTtOl v = t^u^ Mu 
on aura: 

'K«', r). _ o. , . 'i^C"'. ^\ _ o. „„ , , j.. Kv\ r\ _ O. , . 
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On obtient par conséquent les équations 



Oa* 



(3) 



J^ en (w', k') *^!!^« = rr, AJ on%u, k) + x,»r' *I cn»-^(w, k) du %u, k) + ... 

+ -^n+i^^a??;-^ en (w, Ä:) dii"-\w, ä), 

+ orn+i *,*,"-' dn («, i) cn-\u, k), 



t-l /-k <in 



De ces équations on tire les trois suivantes: 



'2 



Os.ÖU 



X, /i?; cu\u, k) ^en {u\ k')\ + 



n Cl»— 1 



+ x„Uå,fir' cn(M, Ä-)dn-'(?*, k) — ^^-^^^cn {u', k') . 8n"-'(M, k))=^- o, 



xj&l dn-(«, Ä) — ^ dn («', Ä') ) + 
(4) ^ ■ " ^ 

»« <in — 1 






t— I 



rcYii»; sn'{u, k) — ^ '^1^"^* sn (ii', k')\ + . . . 



r— 1 

,«— I 



+ ^nJ»,»r' sn (m, Ä-) _^IZ_l)J!_^iM_sn (m', jfe') . sn-'(M, k)]= o. 

Représentons-nous maintenant, dans les deux derniers systéraes d^éqiia- 
tions, les fonetions sn'(w, k), cn'(?/, A), dn'(w, i), développées d'aprés les 
puissances de w, comme M. Heumite, D. Andrée et d'autres en ont 
donné Texemple. Les coefficients sont des fonetions rationnelles eonnues 
des grandeurs t9«. Représentons-nous de méme les fonetions sn(?i', ä'), 
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cn y, k'\ åu[ii'j k') et leurs produits avec sn*(?/, ä), développés d'aprés 
les puissances de u. Les coefficients sont des fonctions rationnelles connues 
des grandeurs #^ et 0^. 
Soit enfin: 

^T7-ir = 7o + -n^ + ^4^ + • • • 

?V(v)o 

ou il faut considérer les grandeurs oy^ , ^4 > • • • eomme inconnues. 

Represeutons-nous ces dcveloppements introduits dans les équations 
(3) et (4) et les coefficients de w®, wV-- ^^'^^^ egalement placés a droite 
et a gauche; le systeme d^équations (3) donnera lieu, en somme, ä ^r 

équations linéaires å [- r — i inconnues x^^ x^,... x„^x, ^jy- ^y-,^, 

2 

fl, 4- I 
et le systeme d^equations (4), a 3r équations linéaires a — ^ — inconnues 

•^1 > X^y , . , Xf^^l, 

Q.uand r augmentera, les constantes x^j. . . x^^^ pourront étre ex- 

~2~ 

primées d'une maniére rationnelle par les grandeurs Sa et 0^ d'autant de 
maniéres que Ton voudra. On trouve en méme temps autant de rapports 
rationnels que Ton veut entré les grandeurs S^ et 0^ elles-mémes. 

On peut encore multiplier ces rapports en appliquant la transforma- 
tion supplémentaire et la transformation linéaire. 

En combinant avec ce procédé de détermination des constantes le 
procédé ordinaire, au moyen duquel les constantes ou du nioins leurs 
qliotients sont exprimés par les grandeurs 



S 



fm + wi,r\ 



on obtient facilement des rapports pour les valeurs partielles des fonctions 
théta, comme Gauss, Jacobi, Scuroeter et d'autres en ont découverts. 
Dans les cas les plus simples la méthode conduit vite au resultat. 
Posons r = o, nous avons la détermination des constantes pour n = 3, 5, 7; 
de plus on obtient pour w = 3 et w = 5 des rapports entré Ö« et 0„; si 
on pose r = I, on obtient en outre la détermination des constantes pour 
n = 9, II, 13, et des rapports modulaires pour la transformation du 
9*°"® et du ii*"« degré, etc. Dans des circonstances de ce genre cette 
méthode se recommenderait avant tout pour Tapplication pratique. 



UNE QUESTION DE RENTES VIAGÉRES 



PAR 

L. LINDELÖF 

å HELSINGFORS. 



Dans la premiére livraison des Acta mathematica M. Malmsten vient 

* de publier un article intéressant sur la théorie des réntes viagéres, ayant 

pour objet de déterminer la valeur d'une pension annuelle de 1 fr. assurée 

a un groupe donné de n personnes, tant que v, au moins, d'entre elles 

restent en vie. 

Ayant eu occasion, dans une recherche statistique récemment terminée 
sur retat d'une caisse de pension finlandaise,(^) de n\'occuper d'une question 
analogue, j'ai été amené a Tenvisager a un point de vue un peu plus 
general; et coinme le resultat de cet examen n'est peut-étre pas sjins 
intérét, je demande la permission de Texposer ici en peu de möts. 

Le probléme généralisc que nous avons en vue, peut s'énoncer dans 
les termes sui vants: 

Trouver la valeur annuelle (Vune rente viagére, pai/able ä la fin de 
chaque année å un groupe donné de yi personnes a tdles conditions, que la 
somme ä payer chaque fois, au lieu d*étre constante, dépende du nonibre des 
survivants et quelle soit fixée respectivement ä r„ , r^_, , r„_2 ; . . . ^', fr. pour 
les périodes de temps suecessives ou le groupe donné sera réduit d n, n — 1, 
n — 2, ... 1 personnes en vie. 



(^) Statistiska beräkningar angående finska civilstatens enkc- och pupillkassa, Helsing- 
fors 1882. (Acta Societatis Scicntiaruiu Fennicao, Toni. XIII.) 

Åeta matheinntica. Z. Imprimt^ 28 Ao(^t 1883. 13 
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Soient x^y x^^ ... x^ les ages actuels des n personnes. Suivant 
Tusage des actuaires anglais nous désignons par a^, a^y, a^^.j ... la valeur 
d'une annuité (=1) sur une, deux, trois, ... tetes, x, y^ z, . . . étant les 
åges respectifs. Le groupe priinitif donnånt lien a 



n{n — 



1) . .. {n — p + 1) ^ /n\ 
1.2 ...jp \p) 



combinaisons distinctes de p tetes, nous désignons de plus par Sp la somine 
des valeurs des annuités* relatives a toutes ces combinaisons, en sorte que 

^1 = '^'1 + «x, + . . . + «x„ 

et ainsi de suite. Les åges x^ , x^ , ... x^ étant donnés, on peut calculer, 
suivant des régles connues, les valeurs des annuités a et par suite des 
somnies S. En supposant quon ait ainsi évalué les quantités S^j8^y...S„y 
la valeur actuelle V de la rente viagére dont il sagit, peut s^exprimer 
au moyen d'elles par une équation, dont la forme générale résulte des 
considérations suivantes. 

Imaginons-nous une telle convention faite avec les n personnes que 
chacune d^elles re9oive séparernent une annuité viagére p^ , et qu'en outre 
une annuité p^ soit assurée ä chaque combinaison de deux tetes durant 
son existence, une annuité p^ a chaque combinaison de trois tetes, et ainsi 
de suite jusqu'a la combinaison unique de n tetes a laquelle on aura.de 
méme assuré une annuité /?„, les quantités /? pouvant du reste étre posi- 
tives ou negatives, suivant qu'il s'agit réellement de sommes ä payer aux 
assurés ou a retrancher. Il est evident que les w inconnues />j , p^,'..pn 
pourront étre déterminées de maniére que la somme annuelle a payer 
ainsi pendant chacune des n périodes successives 8'accorde exactement 
avec la rente viagére précédemment stipulée, dont la valeur actuelle, des 
lors, sera 

(1) V = p^S, + p,S, + p^S, + . . . + PnSn . 

Il est facile d'établir les éq nations de condition auxquelles les inconnues 
p doivent satisfaire. Considérons, par exemple, la m**"® période a partir 
de la fin, c. ä. d. celle oii le nombre des survivant5 est réduit a m per- 
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sonnes. Commc avec ce iiombre. on peut former l^^\ combinaisons de 

deux tetes, j^M combinaisons de trois tetes etc, la somiiie annuelle ä 
payer a lensemble de toutes ces combinaisons durant la période dont il 



* • 



sagit, scra 



2 I/»» + I 3 jPt 



+ ... + 



(-K 



Faisant successivement m ~ 1, 2, 3, ... w, on obtient le systéme suivant 
d*équations 

^1 = Pi 



(2) 



^3 = 3/>j + 3/>, + p, 



'n = np^ + U W+ Uj/^a 



+ •+/>» 



Pour tirer de ces équations la valeur d'une inconime quelconque p^, il 
suffit d'ajouter les m premieres d'entre elles, apres les avoir multipliées 
respectivement par les nombres binomiaux 



(:)• (2)- ••(:)• 



pris alternativement avec les signes .+ et — . En eflfet, dans le resultat 
de cette operation Tinconnue pj, [p < m) sera, au signe prés, affectée du 
coefficient 



(;)-(Tr7>(;'r7V -(»%)(;)■ 



lequel, a cause de Tidentité 






peut étré mis sous la forme 



Oh-Crl-^t"!^--^'!»!;)^-"-' 



100 



L. Ijindclöf. 



et, par conséquont, scvanouit identiqucmcnt. On aura donc 



(3) 



>m = r 



ffm 



lm\ (m\ . / ^^ \ 



ou bicn, en faisaiit successiveinent m — 1, 2, 3, ... w, 



(•i) 



Pi = ^1 

/>, = r, — 2r, 



/^a = ^2 



3r, + 3r, 



/^. — rn — I 'I |r„_i + ( 2 )^«-2 — . . . ± Hr, 



Lc;s cocfficients de réqiiation fondaiiientale (1) étant déteriniiics, notrc 
probleinc se tron ve ainsi compléteinent rcsolu. 

Dans le cas particulier traité par M. Malmsten on a 

r, = r, = . . . = Vp-i = O et r^ = Vp^-i = . . . = r« = 1 , 
ce qui don ne d'abord 

Pi = fi = ' * = pv~i = et Pp = I . 
Pour m > Vy la formule (3) devient, dans ce cas, 

et Ton obtient pour la valeur actuelle de la rente viagere rexpression 
suivante 



v = f^p — vop|.i i — - — - — *>c+.j 

1 . 4J 



•• - 1.2... (TI — i;) *""' 



qui s\iceorde, sauf la notation, avec le resultat de M. Malmstkn. 

Dans les reglenients des c^isses de secours il est souvent stipulé que 
la rente viagere ou pension, assurée a unc famille, constitue une annuité 
fixe (= 1) tant que deux ou plusieurs nienibres de la famille restent en 
vie, mais qu'ellc se rcduisc a une certaine fraction ff de cette annuité 
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pour le dernier survivant. Les coefficieiits p seront alors déterminés par 
la formule 

et Ton aura 

F = #Sf, + (1 — 2^)6', — (2 — 3/^)6*3 + (3 — \e)S^ — . . . ± (u - 1 — n/^)S„ . 

Si Ton suppose en partieulier d=—y il vient 

o 



„. w — 3 

fhn = (— 1) . — ;: 



et par suite 



o 1 1 ^ ti *^ 

J^ = ^ '^1 — ö ^a ± Ö . ^3 + g- S^ — ^ iS\ + . . . ± — ^ — Sn. 

Cest la formule d*aprés laquelle nous avons en effet, dans le travail eité 
plus haut, calculc la table XXII, donnant pour differentes eombinaisons 
dViges les valeurs d'une pension assurée a une famille de 2, 3, ... 8 enfants. 
Dans le mcme travail nous avions encore a traiter un cas ou la 
pension dépendait non seulement du nombre des survivants, mais en cer- 
taine mesure aussi de la vie d'une personne particuliere (la veuve) désignce 
davance. Ce cas pourrait donner lieu a une généralisation ultérieure de 
notre probléme, mais dont la diseussion excéde les limites de la présente 
communication. 



EINE VERALLGEMEINERUNG DER GLEICHUNG 



SlUTTX 
Avis einem Brief an Herrn G. Mittag-Leffler 

VON 

HJALMAR MELLIN 

IN Helsingfors. 



Diejeiiige Eigenschaft der Gainmafunction, welche durch die Gleichung 



r(i +x)r{i—x) = ^'''' 



sin TTX 

ausgedrttckt wird, känn oflenbar auch so angegeben werden, dass 



r{i-p^x)I\i-p,x) liy n») 



ist, wenn p^j p^ die zwei Wurzeln der Gleichung 



/>•=! 



bezeichnen. Dieser Satz ist nur cin Specialfall des folgenden. Sind 
/>! , />a > • • • > />y die v Wurzeln der Gleichung 



80 ist 



i\\ —p^x)t{\ —/>,«) . . . r(i —p^x) 

Äcla matktmatiea. 3. Imprimé 28 Aoftt 1883. 
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Diese Gleichung ist wieder ein Specialfall der folgenden 

r\z) 



CO / " \ 



l\z — p,x) r(z — />.«) ...r(z—p, x) 1 i^V (a + «) 

wo p^y />2 7 • • • > />v ^^^ obige Bedeutung haben. 

Sie ergiebt sich auf folgende Weise. Aus den Gleichungen 

« fl I I + - 1 e " n 



n(-+^) 



Pl + P^ + ' " + Py = O 

folgt zunachst 

' r^z) 



Fiz — />,«) i\z — />,«) • • • r(« — /)^) 



n«a 1 



fl 



/nii + -re - 






AVeil ferner 



n * ^ n)\ n ' ^ n) \ n n) 



(z + n) 

SO sieht man dass 



riz) 



{z'-x^)l\{'-^7^){' + l)\-'-^ 



r{z — p^x) I\Z — p,x) ■ ■ ■ I\Z — p^) ^» / ^v 






VX 



CO / " \ 



104 Hjalmai' Mollio. 

Bedenkt man, wic die NulLstellen der Function 






in der ic-Ebene vertheilt sind, so sielit man leicht ein, dass dieselbe nicht 
periodisch sein känn, wic auch die ganze Zahl /i gewahlt werden mag, 
wenn v > 2 ist. Ist /i == i, v = 2, so ist 

_, . 8ni;r^ e — e 

F{r) = = , 

TT 2.TI 

Da i und — i die Wurzeln der Glelchung 

r* = — I 

sind, so fragt cs sich, ob es, auch fQr den Fall v > 2, möglich sei, die 
positive ganze Zahl fi und die Constanten A^y A^, . . .y A^ »o zu bestimmen, 
dass 



wäre, wo r, , i\y...yi\ die v Wurzeln der Gleichung 



/ = ~ I 



bedeuten. Die Coefficienten der bostilndig convergirenden Potenzreihe, in 
die F{x) entwickelt werden känn, wOrden sicht leicht ergeben, wenn diese 
Frage bejaht werden kOnnte. Es ist aber dies nicht der Fall. Denn man 
känn beweisen, dass der letzte Ausdruck nicht alh» NuUstellen der Func- 
tion F{x) haben känn. Ist also v > 2, so ist F{x) nicht ein Integral der 
Diflferentialgleichung 



d.e 



MMMa* 



SUR L'ÉQUATION 

^*y \\ fc' sn .r en ar ^ sn x dn x ^ en a; dn * 1 dy 

dx L dn X en « * sn x J ax 

L sn* X ^ 



dn X 

y^t^h + ^, + ^) + rrrxK ~ »^i)(^« + »^1 + 1) + 



en X 
Ic^ en' tT 

-^^^- 0»i — V)(w, + v + 1) + Vm^xill + v + V^ + V,)(7l — V — V, — V, + 1) + /' 
ÉQUATION OU v, v., v,, DÉSIGNENT DES NOMBRES QUELCONQUES, 

n, n,, n,, 11, DES NOMBRES ENTIERS POSITIFS OU NÉGATIFS, 

ET /i UNE CONSTANTE ARBITRAIRE. 
PHEMIEK MÉMOIRE 

PAR 

C" de SPARRE 

å LYON. 



Ce incmoire a cté inspirc par retiulc des beaiix travaux de M. 
Hekmite sur réquation de Lame. Toutefois les considérations dont je 
partirai pour obtenir Tintégrale de celte équation sont eiitierement diffé- 
rontcs de celles dont sest servi eet illustre géomotre, et ell(*s constitnent, 
je crois, niie méthode qui ponrrait servir pour intégrer beaucoup d'autres 
éqiiations différeiitielles lincaires du second ordre. 

In troducttofi. 

A la fin d'une note publice dans lo tome 89 du Journal de Crelle 
M. Hermfte a fait remarquer que Véquatiou de Lame est un oas partirulier 
de réquation suivant(»: 

Acfa mathematira. H. Imprimé 11 AoOt 1883. 14 
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y>* mi o» fil j» 

y' + 2( u+ 1) — ^^-^^/ = [(n - i^)(n + 1/ + 1)Ä* sii« .r + Ä]i/ 

qui comprend aussi comme cas particiilier Téquation étudice par M. Picard 
(Comptes rendus, toine 89, page 74) 

,, fe' 811 « en « , ^ 

'^ ■*"*^ — diT^ — ^ + «i/ = O 

lorsqii'on y fait n = 2(i^ + !)• 

De ])lus M. Hehmitk fait renmrquor, dans la note en question, que 
cette équation n*est pas seule, et qu'il faut y joindre les deux suivantes: 

y'' + 2(1. + 1) ??1^1^ I/' =: [{n - u){n + ^+l)Jc'sn'x + h]y 

en X 

OYi Q* fin {i* 

y" _ 2(„ + 1) y' = [(« — i/)(n + v + l)fe* sn' « + h]y 

sn d? 

M. Hehmite suppose dans ces trois éqnations que v est un nonihre entier 
positif pouvant étre nul, et w un entier au moins egal a v, et il indique 
que dans ce cas leur intégrale est 

y = cF{x) + c'F{-' v) ' 

F(.r) étant, comme pour Téquation de Lame, une fonction doublement 
period ique de seconde espéce avec le seul pole x -= iK\ 

I)*autre part M. Dahboux, dans une communication publice dans les 
Comptes rendus a la date du 19 Juin 1882 a fait voir que Tintégrale 
de Tcquation 

-4 = ^^^ 7 ^ + ^ ^^ 7 dn' X + ^ '\ , ^ A-' en' x + n{n + l)k^ sn' x + h\y 
dx^ L sn'a; en'» dn'a5 ^ ^ J^ 

qui comprend aussi comme cas particulier Téquation de Lame a une 
intégrale uniforme lorsque /i, //, //' et n sont entiers, et que par suite son 
intégrale en vertu du beau théoréme de M. Picard s^exprime par les 
fonctions doublement périodiques de seconde espéce. 



Sur unc oquation diifércnticllc linéairc du sccond ordrc. 107 



I. 



L*équation 



(1) -y-4 + 2v ;= + 2u^^ 2v, -/ = 

^ a«' L dn 05 * en a; ^ 8iix Jdx 

fl. v/ IX dn'iC, ^, ^. 

= [^i^("3 — »^JK + v, + 1) + ^;^0^ — »^i)K + ^ + 1) + 

+ -g-^1— K — »'K^^ + y + 1) + k*m*x{n + v + Vj + vj(?i — v — v^ — v, + 1) + Ajy 

quc j'ai indiquée en commoii^ant, coniprend coinmc cas particuliers, ainsi 
qu i] est bien facilc de le voir, les trois equations de M. Hehmite ainsi 
que celle de M. Dakboux. 

Nous ferons remarquer de plus que la mcthode que nous allons 
suivre pour arriver a Tintégrale nous perinettra de lobtenir, non seule- 
ment lorsque v, v^, v.^ sont entiers et positifs mais encore lorsque ces 
constantes sont quelconques. 

Nous avons dit que nous supposions que les eonstantes w, n^, n^, n^ 
étaient des nombres entiers quelconques positifs ou négatifs, je ferai remar- 
quer de suit« que Ton ne nuit pas-a la gcncralitc de la question en les 
supposant tous positifs, car si n par exeniple est ncgatif et egal a — n', 
n' étant positif, le seul terme en n qui est 

devient 

( — n + u + v^ + v,)( — n — v — v, — v, + 1) = (»i' — v — v, — v,)(w' + v + Vj + v, — 1) 

On voit donc qu'on obtiendra le méme resultat en supposant n 
positif et egal a n' — 1 . 

On verrait, bien facilement, qu il en est de méme pour les autres 
quantités n^, n^ et n.^. 

Nous pouvons donc, sans rcstreindre la généralité de lequation sup- 
poser, ainsi que nous le ferons dans la suit^;, w, w^, n^ et n^ positifs. 



108 Sparrc. 

Voici mainteiiant le proccdc que j'einploirai pour arriver a riiitcgrale 
de Tequation (1). 

Considéroiis d^abord r6(iuatioii 

P' 

'* t Til 

(2) V —pU = '^^ V 

ou P désigne uiie fonctioii (juelconqae de a? et a unc coiistante égale- 
inent quclconque. 
Posons 



y = e' 



Notre cquation deviendra 



a +2 — "v 



et Ton satislait a cette équation en posaiit 

d'ou lon déduit 

a' = V^P 
et par suite 

L'intégrale genera le de Téquation (2) est donc 

y = Ae -f + Be -f 

A iit B désignant des constaiitcs arbitraires. 
Posons maintenant 

y = uz 

u désignant une fonetion arbitraire de x. 

La transformée en z de Téquation (2) sera 



«" 



(?-4)''-(^^:---)'=» 
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et en posant de nouveau 



— s 

U 



d^oii Ton tire 






notre équation deviendra 



r 1 ri F' P' I F" V 1 

et d'aprés ce (jui précéde rintégrale géiiérale de Vcquation (3) sera 



u 



ou 



(4) 



= Y^[Ae'^J'''' + Be-'^f'''] 



Cest de lequation (3) dont iious nous serviroiis poiir trouver rintégrale 
de Téquation (1). 

Pour cela nous chercherons la partie principale du dcveloppeinent 
de Texpression 

(5) ^l^--D ^-12^+ D i^ + 2«P'l 

^ ^ 2 L 2 P* ^-^ p 2 F* K J 

Correspondant : 

1** a un zéro ou a un inlini de F; 
2** ä un zcro de P; 
3*" a un infini simple de P; 
I"" a un infint multiple de 1\ 

1° Partie principale du développeruent de lexpression (5) correspon- 
dant a un zéro ou a un infini de V. 
Soit 

le développement de V rellitif a un zéro ou a un infini d'ordre m; m 
étant positif si c'est un zéro et négatif si c'e8t un infini. 
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On en dcduira 








V Ito 


+ (to + l)se + . . . 




V ~ t 


1 + «e + . . . 


ou 


V 

Y~ 


m 

= !-« + ••• 

e 


ce qui donne 






^' 


V TO 

V~ e' 


F' to' 2to» 
K' e' ' e 



On a donc pour la partie principalc du développemeiit correspondant a 
un zcro ou a un infini d'ordre m de V 

\ m ma 

-J^ (2 + «.)-_ 

(we étant positif pour un zcro, ncgatif pour un inlini). 

2** Partie principalc du dcveloppenicnt de Texpression (5) correspon- 
dant a un zéro de P. 

Soit 

P = AV + re"+' + . . .) 

le dévcloppeinent de F relatif a un zero d^ordre n de 1\ 

On aura d'une fa9on toutc semblablc pour la partie principalc du 
développenient de Texprcssion (5) 

\ n ^^ v w^ 
j^(2 + «)+2^ 

3° Partie principalc du développemeiit de Texpression (5) correspon- 
dant a un infini simple de 1\ 
Soit 



= .(!..) 



le développemeiit correspondant de P, on aura pour la partie principalc 
corrcspondante du développement de 1'expression (5) 



-4^-2-. + '^^ b + 7J 
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c'est a dire 



4° Partie principale du développement de Texpression (5) correspon- 
dant fl un infini multiple de I\ 

Soit le développement de P correspondant a un infini d'ordre n 

\£ £ £ I 

dou 

^ — ^^ I 2« + 2«-l T^ 2n-2 ^ • • • I 

\£ £ £ I 

On aura par suite pour la partie principale corresj^ondante du déve- 
loppement de Texpression (5) 



II. 

Ceci pose nous allons comparer Téquation (1) a réquation (3). 
On voit d'abord que Ton doit poser ' 

F' - i' sn « en « _ sn a; dn a; ^ en a; dn a; 

— T=^ = 2v = h 2vj 2i/, 

v dn » * en » ' sn aj 

d'ou Von déduit 

(6) F^dn^^ajcn^^^ajsn'*^* 

Nous remarquerons ensuite que le coefficient de y dans (1) n^ayant 
que des infinis doubles, P ne pourra admettre que des infinis simples. De 
plus réquation (1) ainsi que la valeur (6) de V ne changeant pas lorsque 
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Ton romplace x par — .r, nous prendrons pour P iino fonction doiiblc- 
ment périodique qui ne change pas mon plus lorsqii'on remplace x par 
— X. Comme d^ailleiirs le coefficient de y dans (1) admet comme infinis 
O, K^ iK'y K + iK% ces quantitcs qui sont aussi des zéros ou des infinis 
de V devront étre ogaloment pour P des zéros ou des infinis. 

Si on considere maintenant un infini simple de P, cet infini ne figurera 
pas dans Tcxpression (5) si le résidu correspondant satisfait a la relation 

a étxint une constante arbitraire, il en résulte que Ton pourra prendre 
pour P des infinis simples quelconques, pourvu que les résidus correspon- 
dants soient tous cgaux en valeur absolue, car alors par un choix con- 
venable de a on pourria faire en sorte qu'aucun de ces infinis ne figure 
dans Texpression (5), (cest ce que nous ferons). Nous prendrons donc 
pour zéros de P, O, Kj K + iK' et iK\ 

Les parties principales des développements du coefficient de y dans 
Téquation (1) pour ces quatre infinis sont 

K — ^)K + >^i» + ^) ^ ^''3K + 1) — ^M + 1) 

(n, — ^i)K + ^, + 1) ^ ^iO^ + 1) — ^ xi ^i + 1) 

S £ 

(n, — v)(n^ + v + 1) _ /^K + 1)— K»^ + 1) 

£' ~ £' 

{n — V — v^ — if^ + l)(n + v + v^ + v^) _ n{n + 1) — (v + t^^ 4- v,)(v + i^, + ^t — 1) 

£ £ 

Comme d'ailleurs les termes provenant de V dans les parties principales 
des développements de Texpression (5) pour les mémes infinis sont: 

v,K + 1) ' t^,K + 1) Kv+ 1) , (^ + v, + v,)(v + v, + t^, — 1) 

g2 . £«'£«' £« 

les termes qui devront provenir des zéros O, A", Är+ iK' et iK' de 7^ seront 

njn^ + 1) nj?>>.^ + 1) n /i?, + 1) ^/Qi + 1) 

£ £ £ £ 
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En nous reportant a ce quo nous avons dit, il en résulte que P (levra 
admettre ces zéros avec les degres de multiplicité 2n^y 2n^j 2n^y 2n. 
Nous sommes donc amenés ii prendre pour P Texpression suivante: 

... p^j. H"'\x)Hr^ix)9r\x)9'\x) 

^^ H{x — a^)H{x + a,)H(x — a,)H(<i? + aj . . . H{x — a^)H(x + a^)' 



\ 



ou 

^J = n + Hj + 71, + Wj 

et oii R désigne une constante arbitraire. 

Les rcsidus de P étant supposés tous cgaux en valeur absolue ou, 
ce qui revient au méme, a cause du facteur arbitraire i?, tous cgaux a 
plus ou moins un. 

Sous cette forme on reconnait de suite que P est une fonction 
doublement périodique aux pcriodes 2K et 2/Ä'', qui ne change pas 
lorsqu'on y remplace x par — x. Comme de plus les parties principales 
des développements de Texpression (5) correspondant aux infinis O, A", 

K + iK' et iK' ne conticndront pas de termes en - , par suite de la 

fonne. prise pour P, (puisque les développements de P correspondant ä 
ces zeros ne contiennent que des puissances pairos) il en résulte que 
Texpression (5) et le coefficicnt de y dans Téquation (1) auront ménies 
parties principales pour les développements relatifs aux quatre infinis O, 

K, K + iK' et iK\ 

1 * / . 

Si nmintenant nous pronons a = -7 , comme tous les résidus de P 

4 

sont supposés égaux a plus ou moins un, aucune des quantités a^j a^y ... a^ 

qui sont des infinis simples de P ne sera. un infini pour lexpression (5), 

par suite cette expression et le coeftiTcient de y dans Véquation (1) ayant 

mémes infinis et mémes parties principales pour les développements corres- 

pondants ne pourront différer que par une constante, et nous allons voir 

que Von peut disposer des quantités a de maniére que cette constante 

soit nulle. 

Tous les résidus de P étant supposés égaux a Tunité en valeur 

absolue, et ceux qui correspondent a des valeurs de a égales et de signes 

contraires, étant eux-mömes égaux et de signes contraires, on pourra 

écrire aussi 

Aeta Mathematica. 3. Imprimé V2 Aoat 1883. X5 
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^ ' H{x — a.) H(x + a,)^ "^ H{x — a^) H(x + «^) "^ ^ 

C désignant une constante, ce que nous écrirons de la maniére suivante: 



Y ni{x-a,) E\x + a ,y\ 
ZllH{x — a.) H(x + «,) J ■'' 



Pour la constante C on aura en exprimant que P est nul pour x 
egal ä O, a; K + iK' et iK' 



(9) 



u u u u 

Y ^^;(aO _ Y H^ (^,) _ Y 9\{a,) ^ Y ^_!(^ 
Zi H{ai) Lk H^(a,) Lk &^{a,) Lk 9{a,] 



Il faut remarquer toiite fois que si Y\\nc des quantités Wg, w^, Wi,w 

C • 

était nuUe lexpression correspondante de - disparaitrait. En égalant la 

c 

4® expression de — a chacune des trois autres on aura entré les quan- 
tités a les trois équations suivantes 

s /i s 

\ ( !£M -. ?>A\ - o Y / H\ (a,) e'(aö \ _ y / 9\ («,) 9'(ad \ ^ 
Zi \ «(«,) fti(«,) j - ' Zi\ //.(«,) 9(0,) ) ~ ' jLi\ 9,{a,) 9(a,) j 

équations qui peuvcnt s'ccrire ainsi 

(10) ycno^dno.^ y sn a, dn ., ^ ysna.cna,^^ 

^ ^ ^J sii rr^ ' ÅU cwoi ^J (In a, 

i 1 i • 

(Il suffit pour passer des unes aux autres de se rappeler les expressions 
des dérivées logarithmiques de 'sn Xj en x^ dn x) 

Il y aura maintenant a exprimer que les 2n^ — 1 premieres dérivées 
de P sont nuUes pour x ^^ O, que les 2^^ — 1 premieres dérivées de P 
sont nulles pour x ='Ky que les 2n^ — 1 premieres dérivées de P sont 
nulles pour .r = J^ + iK' et enfin que les 2n — 1 premieres dérivées de 
P sont nulles pour x = iK\ 

Mais Von a 
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ét par suite en vertu d'une relation bien connuc 
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/? 



D^P = y [k' 811* {x + ai + iK') — sn' (« — a^ + iK')] 
1 

On concluc prcmiérement de ^cette expression que toutes les dcrivées 
d'ordre impair de P sont nulles pour x egal a O, Kj K + iK' et iK'. 

Nous aurons donc seulemcnt a écrire que les n.^ — 1 preniréres 
dérivces d'ordre pair de P sont nulles pour x = O, les n.^ — : 1 premiéres 
pour X = K, les n^ — 1 premiéres pour x ^= K -{- iK\ et enfin les n — 1 
premiéres cgalement d'ordre pair pour x = iK\ 

Cela fera donc y? — 4 équations qui jointes aux trois jöquations (10) 
fon^ en tout y9 — 1 équations. Mais comme il y a ^ quantités a il en 
restera une d'arbitraire, et on pourra en disposer de fa^on que Texpres- 
sion (5) qui ne dififére que par une constante du coefficient de y dans 
Tcquation (1) lui soit egal. 

Revenons aux p — 4 équations dont nous avons parlc en dernier 
lieu, elles peuvent 8'écrire de la maniére suivante: 



^ Z>a.sn»(a, + iK') = 0, ^ Z>^,8n'(a, + iK') = O, 



(11) 






fi 



fi 



Y Da, sn* («, + K + iK') = 0, ^Dl, sn' (a, + fi: + iK") = O, 



fi 



^ Dl';-' sn' (a. + K + tiC) = O 



P P 

^ Da. sn' (iu + K) = 0, '^Dl^ sn' (a^ + K) = 0\ 







^z)*;;'-V(a, + fi:) = o 



2^ Da, sn' a< = O , \ ö*, sn' a, = O , \ £>„""' sn' Oi = 



O 
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Muiö on peut los inettrc sous uiic forinc différento qui sera en general 
plus avantageuse. 

Consiclérons par exeniple les cquations 

4^ , ■ 

1 

qui correspondent aux différcntes valeurs de s. Celles qui correspondent 
aux premiéres valcurs de s seront: 
P pour 5—1 

y. ^«^sn* Gi =^ 2 y. sii (Il en a, dii a» = O 
11. 

2"* pour 5 = 2 

y Dl. sn' a< = 8 V 811 (ii en a^ dn (ii[— (1 + fc') + 3fc* sn' «,] = O 
1 1 

Cette équation devient en tenant conipte de Téquation précédente 



2^ sn' Ui en a^ dn a» = O 



On ferait voir bien faeilenient que la loi est géncrale, il suffirait 
d'ét^iblir que la dcrivéc d ordre 25 — 1 de sn'^ a, est égale au produit de 
iiu a^ (Al (ti du (ti par un polynome en sn^ rt^ de degré s — 1. Or nous 
ävons vérifié le fait pour les deux preniiéres valeurs de 5, et oh ferait 
voir que si le fait est vrai pour unc valeur de s il Test aussi pour la 
valeur suivante. 

On obtiendra donc la serie des équations suivantes 



(12) 



y sn Ui en Qi dn a< = O 



1 



y^ sn' ai en a^ dn Ui = O 



i 



sn ** ai en a^ dn a< = O 



Sur unc cquation diffcrcnticllc lincairc du sccond ordre. 
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Les autres cquatioiis se transfonncnt d'une maniérc toutc seiublablc, 
et en reinpla(,*aiit de plus sn (a, + K), sn (a^ + Ä" + iK'), sn («< + iK') 
par leurs valeurs ainsi quc en (a^ + iC), dn (a^ + -ST), . . . ., on obtiendra 
les équations suivantes 



(12) 



/5 /? 

V^ cu a, sn cu ^ V' en' a, sn ai __ 

2j dn» a-é ■" ' Z( dn*^ a. 



^ 



v/ « • • • • • 



S 



2)1,-3 

en ' rtjSnaj 



/? 



V^ dnaiSn<(f 



1 



ån'"^-' 



= 



«i 






1 



en tti 



-o, 



y. 



dn'rt, sn Gi 
en* a< 



= O 



Y dn'--' 



^j sn^if 



en (ti dn tti 
sn' ttf 



1 



en ^ tf, 



= O 



^ yen«^^ V ena^dna, ^^ 



sn • ai 



Reste a trouver^ la derniére équation qui exprime que la diflérenec 
eonstante de Fexpression (5) et du eoeffieient de y dans Téquation (1) 
se réduit a zéro. 

Pour eela faisons x = xK' + s et égalons les valeurs des terines 
constants dans les développenients eorrespondants de Texpression (5) et 
du eoeffieient de y dans Téquation (1). 

Si dans le eoeffieient de y dans Téquation (1) nous faisons x, = iK + s, 
nous obtenons pour le terme eonstant du développement 



+ 



fcV» — ^X^ + Vj + 1) + {}\ — vXtij + v + 1) + 
1 + w 



3 



(h + v + v^ + v,X^ — v — Vj — v, + 1) + A 



Si Ton fait x = iK' + s, — - devient 

1^ 



2w 






+ 2w, 



Ö\(£) 



+ 



^ » f//£) "^ " /i(£) Ll \ S{e - a,) '^ 6{e + a.) I 



P' 



et par suitc en se bornant dans le développement de — au terme en e 
il sera 

y — 2 [^-^— - + n,k' + n,—2^ k' sn'a,J e 
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On on dcduit pour le terinc constatit dans le dcvelopj)einent de Tcx- 

1 P" 1 „ P' 
pression ____ö,-p- 

On a cnsuite 

et en changeant x en /A"' + s on en dcduit pour le dévcloppement corres- 
pondant de 



V 



2!^-±A±J^ + 2 



(v + v, + V,) — ^ — •— V — k\j 



et par suite pour le terinc constant dans le développeinent de 

(2v + 2v, + 2v, + 1) [(v + v. + v,) ^^ - v - fc\] 

et comine P est nul pour x = iK\ on aura enfin pour le terme constant 
dans le développenient de Tcxpression (5) relatif a x — xK' + s 

r '^ 1 

~(2n- l)pL±i!)+ n^Ä» + n, -^fe'sn«a, + 

r 1 4- fe* 1 

+ {2v + 2v, + 2v, + l)[(v + v, + v,)— ^ v — fe\ J 

En égalant cette exprcssion a cclle dcjii trouvce pour le terme constant 
dans le développenient du coefficient de y dans Tcquation (1) on aura 



/ 



$ 



(13) A = (2w — t) > fe* sn* Oi — (n + n^ + v, + vjn + n^ — Vj — vj — 

1 

— fe*(n + w, + 1^ + v,X^ + w, — v — i^,) 

En faisant au licu de :r = iK' + s, o; = s, .r = J5C + s, o; =• J5l + iK' + e, 
on obtiendra les trois autrcs expressions de h qui suivent: 



(13) 
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h = (2«, — 1) ^ Ä' sn' (a, + iK') — (n, + «, + v, + v,X«3 +«. — ".— v.) — 

1 

— feVs + ^»1 + »^ + ^tX^h + '^i — ^ — ^t) 

h = (2n, - 1) ^ fr'sii\a, + /T + iä:') — («, + w.3 + v, + ujn, + n, ~ v, — v,) — 

1 

— k\v^ + n + v + v,Xw« + n — u — u^) 

A = (2w., — l)^fe'sn'(a, + J^) — (n, +n + v, + vjn^ + w — v, — v,) — 

1 

— k\n^ + W3 + y + vjnj + n, — v — v,) 

Si runo des quantitcs n était nulle, Texpression correspondante de h 
disparaitrait. 

Noiis ferons remarquer qu'en égalant entré elles les quatre valeurs 
de h on obtiendrait trois equations qui sont des conséquences de celles 
établies préccdemment. 

Nous avons supposé précédemrnent a = -. 

On en déduit Va =^-. 

2 

On anra ensuite 

H(x — a^)H{x — a,) H(x — a^) 

~ H(x + «,)^'(* + «») W(aj + a^) "^ ^ 

et par suite rintégrale générale donnée par la formule (4) 

(4) y^Ue-f^^^^ + Be^^f''^] 

sera 

, v v, v, v //(a; — aj//(ég + a J//(a; — a^)H(x + <i^ H{x — a^)H{x + a^) 

Ull * cri X sn x ~ _ ■ _ _ • 

r y/ H{x — g.) //(^ - g^) ^ 1 / /j(^ + g,) H(a; + «^ "l^l 

'l^y H{x + a,) U(x + a^)' "^ ' r H(;e — «.) H{»-a^) \ 




» ' ^ • 



ce qui peut secrire 
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c 

— X 



(14) dn'.^cn^'*8n^'. ^ //(^ - a.)H(^ - a.) E{^ - a,) -, 

y C 

011 - a la valeiir donnée a la pago (114) par les forinules (9). 

C 
Les expressions (9) de - supposent tonte fois qiie les qiiatre quan- 

ti^és w, n^ , Wj et w, ne sont pas nulles en méme temps. 
Exaininons donc le cas oii Ton a 

n = ?ij = n, = 9?3 = ^ 

Dans ce cas 7^ se réduit a une constante C^ et par suite en vertii de 
la formule (4) IMntégrale géncrale de Téquation (1) devient (en prenant 

du" X cii"* X sn"* x{^Ae *' + i?e~^'"^] 
et on aura pour déterininer cette constante C\ en fonction de h la relation 

expression que Ton obtient comme les préccdentes en égalant les terrnes 
constants dans les développements de Texprossion (5) et du coefficient de 
y dans Téquation (1), pour x =-- i K' + ^ P^r exemple. 



III. 

A vant d*aller plus loin traitons encore les dcux cas suivants: 

1 ° n^ r=r= n^ r= W^ r= Q, W =^ 1 , 

cas qui coniprend Téquation de Lame pour w = 1. 
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LMntégrale sera 



L ^«) ^«) J 

et Ton aura pour déterminer a en fonction de ä Téquation 

A = Ä;'8n* a + (v, + v, + Y^v, + v, — \) + k\u +. u, + IXv + p^ — 1) 

Si en particulier on a p = p^ = p, = O, ce qui correspond a Tcquation 
de Lame pour w = 1, on trouve 

A = fe* sn' a — (1 + &•) 

ce qui est bien la valeur donnée par M. Hermite. 

2° Soit maintenant n = n^ ^= n^ = O »^ = 1, 
oas qui comprend Véquation de M. Picard pour n = 1. 

L'intégrale générale sera 






dn a:cn»«sn'aj A ^Z . -' ^r>,,a, g '^^Z. .' t 






et Ton aura pour déterminer a en fonction de ä lä relation 

A = &*8n>(a + IT) + (v, + v, + l)(v, + v, — 1) + Ä;»(v + v, + IXw + v, — 1) * 

Si en particulier 

v, = y, = O, i^ = 1, 

ce qui donne 1'équation de ]Vf. Picard pour n = 1, Tintégrale générale 
devient 



et Ton a 






A = &'sn*(a + K)—\ =— dii'(a + K) = — -^—- 

dn a 



Ce sont bien les resultats donnés par M. Picard (ici A = — a le ter me 
en y étant dans le second membre dans Téquation (1)). 

Aef mtitketHntiea, 3. Imprimé 14 Aofit 188S. \Q 
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Dans les deux exemples prcccdents nous avoiis pu obtenir Texpres- 
Rion (le a en fonction de Ä, mais en general il n'en est pas ainsi, et 
nous obtiendrons seulement une équation ayant pour racines soit sn' a^ , 

sn' ö^ , sn^ a^y soit cn^ a^ , cn^ a^ , cn^ a^, soit enfin dn' a^ , 

dn* a^, dn^ a,, suivant qu'il sera plus avantageux d'obtenir Tune ou 

Tautre de ces trois équations. 

Toute fois avant de nous oceuper de la dctennination de cette équa- 
tion nous ferons la remarque suivante. 

Si Ton a n = n^ = n^ = n^ et si dans ce cas sn' a^ est une racine 

de 1'cquation qui a pour racines sn^a^, sn^a^, sn^a^, cette équation 

admettera aussi les racines sn' (flr< + -^)> ^^^ {^i + i^'), sn* («< + Ä'+ iK'). 

On peut dans ce cas, puisque 71 =^ n^ = n^ = n^ , prendre pour les 
équations qui dcterminent les quantités a les équations (9) 

s s s s 

et les équations (11) 

^ Da, sn* a, = 0, ^ <"* sn* a, = O 

1 1 

^Z)a,sii'(a, + ^) = O, , ^Z>'ar'8n»(a, + K) = O 

1 1 

^ Da, sn'(a, + iX') = 0, , ^ />^;-' sii* (a, + i/^O = O 

1 1 

yz>a^sn»(a< + K+iK') = 0, , ^ öJpSn» (a^ + X + iX') = O 

1 i 

et Ton voit de suite qué ces équations ne changent pas si Ton remplace 
Gi par Tune des quantités a, + -ST, a< + iK\ ^< + -fi^H" iK'y par suite dans 

ce cas le degré de Téquation pourra s'abaisser au degré n ^= '-, 



Sur uiic öqnation différcntiullc linéairc du sccond ordrc. 
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IV. 

Occupons nous maintenaiit de détcrmincr cette équation, en supposant 
d'abord w^ = n^ = n^ = O, hypothose qui donnera coirime cas particulier 
Téquation de Lame pour n quclconque. 
Posoiis pour ce cas 

sn Qi en Qi dn a^ ^ Uf 
et 

sn' Ui = Xi 

Les équations qui déterminent les quantités a deviendront: 



y M( = O, \ Xitti =0, 2j «"~'«i = 



o 



Si par sulte on résout ces équations par rapport aux quantités «, on aura 



«• _ «. _ 






»-'s- 






ou 



A = 



1 1 



^2 ^8 



Xi 



X 






1 



X 



n 



a; 



n— J 



^.= 



1 1 



^1 ^8 



rr 



X 



n— 2 



O? 



8 



^n-2 
0/3 



1 



rr. 



ic 



a; 



fl— 2 



4 = 



1 1 



it 

a;, 



.T, 



:r? 



.»—2 ^»—2 



1 



^11— 1 



^n— 1 
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Sparrc. 



Nous poscrons de plus 



J = 



1 



iC, 



^? 



x'i-' 



1 



X, 



Uyt\ 



•A/2 



1 



X. 



xt 



X 



n—1 



f(x) = (« — »jX* — «,) (« ~ ««), 

/"(j^) étant par suite la fonction qui, égalée ä zéro, nous donnera réquation 
cherchée. 

Mais on aura en vertu d'un théorérne connu, le théoréme de Vandbr- 

MONDE 



J = 



('^ — ^'iX^a ~ *i) ('*^'n — «,) 



(«« — 'n-l) 



J. = 



(«3 — ««X-«4 — •»,) («« — «,) 



(^„ — ««-l) 



J- = 






(«n-l — «n-2) 



On a d'ailleur8 
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/'(«,) = («i — «,X«i — «s) («i — «0 

/'(«,) = («, — «lX«, — «8) («, — ««) 



et on en deduit 



.n-} ä rt/ \ , ^ vfi-i 



Par suite en rempla^ant J^, J^,, 4> ^n par leurs valeurs tirées 

des équations précédentes, les équations dont nous nous occupons deviendront 

^ = ^ifX^i) = «,/(«,) = = Uif(Xi) = = «»/(«•), 

A désignant la valeur cominune de ces expressions. 

En rempla9ant w^, u^j u^ par leur valeur, ces équations s'écriront: 

(15) Å = sn a^ en a^ dn o.^f\x^) = sn a, en a, dn o-^f'(x^) = 

= sn a< en ttj dn aif(x^ = =<= sn a„ en a^ dn a«/'(«„) 

Tel les sont les équations qui doivent seVvir a déter miner les quantités 
a ou plutot les coefficients de la fonction f{x) qui, égaléc a zéro, a pour 
racines sn* a^ , sn' a^ , sn' a^. 



Soit 



f(x) = x" + a^x ^ + a^x ' + + a„_i 



On aura- d'abord en vertu de la relation (13) 

n 

A = (2w — 1) /^ Ä' sn* a, — (n + Vj + v^ — >^i — ^^ — *j'(^ + >^ + v,Xn — v — v,) 

1 

(puisque dans le oas present n^ = n^ = n, = 0) 

Mfi^ ., - V«n«^ - fe + (n + w, + v,X^ — »^» — ^») + ^\n + w + v,X^ — »^ — i^a) 
Uo; a^ - - 2^su a, - (2h - 1)** 

a^ est donc connu en fonction de Ä, p, Pj et v^ qui sont les données de 
la question. 
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Elevons les équations (15) au carré, clle deviendront 

(17) Å'=-x,{l-xJl-k\)fXx,) = x,{\-xJl-k\)f\x^)=^ 

= x,(l - a^,Xl - k'xdf\x,) = = x,(l - a?«Xl - k'x,)fXx.) 

Nous en déduiroiis le calcul des coefficients de f{x) en nous basant sur 
la rcmarque sui vante: 
Ucquation 

ar(l — xXl — & W'(*) — ^' = O 

qui est de degré 2w + 1 admettra en vertu des équations (17) les racinés 

jj, x^j x^j son premier membre sera done divisible par f(x) et Ton 

aura par suite 

(18) <1 - xXl - k'x)f\x) - ;« = MÅi^X 

f^{x) étant un polynome cntier en x de degré w + 1- 

En prenant la dérivée de Téquation (18), on en déduira 

(19) /'(«)[[1 — 2(1 + h')x + Zk'x']f{x) + 2[x — (1 + fe>* + k'x']f\x)] = 

Mais tous les infinis de P étant simples on doit supposer toutes les racines 
de f{x) diflférentes, il en résulte que f{x) qui divise le 1" membre et qui 
est premier avec f{x) doit diviser /^^{x) et comme f^{x) est de degré 
n et f\x) de degré n — 1, on aura, A et B désignant des constantes 

(20) f\{x) == {Ax + B)f\x) 
Si par suite on pose 

f^{x) = [1 - 2(1 + k')x + %k'x']f'{x) + 2\x - (1 + fe>' + k^x^inx), 

réquation (19) deviendra en la divisant par f{x) 

Aix)=Å{^) + {Äx + B)f{x); 

prenant de nouveau la dérivée de cette équation et reinpla9ant fi{x) par 
sa valeur donnée par Téquation (20) on aura 

(21) /\{x) =. 2(.l.a: + B)fXx) + Af(x) 



■ 

Sur unc équation différcntiollc lindairc du second ordre. 127 

Mais en prenant a_, = 1 nous pouvons écrire 

n 

o 

et par suite 

O 
n—i 



fXx) = ^ (n - iXn - i - l)a,_.iaj"'*-' 



et en convenant de plus de prendre cXi = O pour i < — 1 ou i> n — 1, 
nous aurons 

n 
—1 

+ k\n — i — lX2n — 2i — !)«,]«""* 

et aussi 

»—I 

2(^Ax + B)f(x) + Af(z) = ^ [.1(2» - 2t — l)a. + 2B(n — t>,_j ]*"-*"• 

—1 

et en identifinnt alors les deux membres de Téquation (21) on aura 
les w + 1 équations suivantes qui correspondent aux valeurs — 1,0, 
1 , n — 1 de i 

* 

(22) (n — t)[a,_t(« — t + 1X2» — 2» + 1) — 2(1 + fe>,_i(» — t)» + 

+ k\n — t — 1X2» — 2t — l)a,] = il(2» — 2» — 1)«, + 2B(» — t)a,_i 

I^es deux premiéres de ccs équations sont: 

(» + l)i;'»i(2» + 1) = ^(2» + 1) 
„[_ 2(1 + Ä;>« + kXn — 1X2» — IK] = ^(2« — 1)«, + 2B» 

et el les donnent 

A = «(» + l)t' 

B = — »»(I + i") — (2» — l)Jfc««, 
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Portant ces valeurs de -4 et de J5 dans Téquation (22) on en déduira 

[t(2n — tXl + *•) + (2n — l)**a,]2(n — »X_i + (n — t)(n — i + lX2n — 2i + l)a^_, 



(23) «,= 



**(2n - 2i — IX» + lX2n — O 



a^ étant donnc par la formule (16), la formule (23) permettra de calculer 
de proche en proche tous les coefficients de f{x). 

I/équation f{x) = O admet pour racines sn^a^, sn^a^, »n^a^, 

mais lorsque le signe de Tune des quantitcs a^ , a, , a^ aura été 

choisi arbitrairement, les signes de toutes les autres seront déterminés 
par ce fait que ces quantités doivent satisfaire aux relations (15) 

sn a, en a^ dn a,/'(sn' a,) = .,... = sn at en a^ du ai/'(sn' a<) = 



L'intégraie gcnérale étant ensuite donnée par la formule (14) oii Ton fait 
Wj = «3 = n, = O sera 



(24) • dn" X en"* x sn*** x 



gH{ x + a,)H{x + a,) H(x 




011 



2 Zd #(a,) 

Le probléme pourrait done étre considéré comme résolu puisque Téqua- 
tion f{x) == O ferait connaitre les quantitcs a au signe pro^, en donnant 
sn^tfj, sn^a^, sn^a^ et que la concordance des signes de ces quan- 
tités est donnée par les relations (15). 

Toute fois M. Hermite a fait voir dans son beau mémoire sur Téqua- 
tion de Lame que Tintégrale de cette équation pouvait étre obtenue 
d'une fa9on complét^ment explicit^ et c est ce méme but que nous allons 
nous proposer d'obtenir, en nous inspirant des travaux de ce grand 
géométre. 



Sur UDC équatioQ différeDticllc linéuire du second ordre. 129 



V. 

Pour cela remarquons que la fonction doublement périodique de 
2^® espéce 

H(x — a,)H(x — g,) H{x — a„) 2' 

peut 8'écrire de la maniére suivante 

(n+l)7rt __,, v ,^ v -^^ ^ -w-m-, v ^. » (n + l)n< . C 

,^rs -iK-' H(x-a,)Hix — a,) Hjx — a,)H{x + o,) Ojx) , W-' + r 

e'^\x) H{x + <o) 

H 

Mais si Ton prend ö> r= \ a^ + (^ + 1)'^'> ^^ 1*' facteur de lexpression 

1 
(26) sera une fonction doublernent périodique de x. Nous allons main- 

tenant nous proposer de calculer les coefficients de cette fonction double- 
ment périodique ainsi que ö> et - en fonction des coefficients connus 

Toute fois nous allons d'abord obtenir Texpression de la quantité que 
nous avons désignée par A^ Nous partirons pour cela de Téquation (18) 

[a. _ (1 + Ä>« + vx'y'\x) -x'^ yi^y.c^) 

on a d'ailleurs Téquation (20) 

f\{x)^{Ax^B)f\^) 
Si donc on pose 



o 



n+l n 

flj . X 



Fix) = J f{x)dx = ^j-|-^ + «.- + + «-i« 

o 

on aura, D désignant une constante 

(26) Ux) = {Ax + B)f{x) - AF{x) + D 

Uéquation (18) deviendra alors 

[x-{l + &>' + k'x']f\x) — Å' = {Ax + By'{x) - AFi:x)f{x) + D/{x) 

Aeta matkenuUlca. 8. Imprimé Ifi Aoiit 1883. 17 
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et en égalant dans les deux membres le terrae constant et le coefficient 
du ternie en x on aura 

~ I' = i?«;_i + Dan-^ 
on t i re de lä 

^* = an-\[Ban..\ — ««_3] 

ou en rempla9ant B par sa valeur (page 127) 

(27) ^* = - «. _i[«.-2 + ««-i[(l + fc*)M* + (2n - 1)4\]] 

Ceci fait proposons nous d'obtenir la fonction doublement périodique 

r(fi+1) 

. ^-j*-" ff(« — a,)H{z — aj If(a! — a.,)H{* + «) 

il6 T-t ! 

cette fonction ctant doublement périodique d'ordre w + 1> ^n pourra la 
mettre sous la forme(^) 

Jlfp(sn' x) — Hnxcnx dn »^(sn* «) 

oii M désigne une constante, oii y{x) est un,polynöme entier de degré m, 
n étant egal ä 2m ou ä 2m — 1, et oii ^{x) est un polynöme entier de 
degré m—\ si w = 2w, de degré m — 2 si n=^ 2m — 1 {^f(x) est donc 
dans tous les cas de degré n — m — 1). 

Il slagit inaintenant de déterminer les polynömes ^{x) et ^(x). 

Mais on devra avoir d abord 

Mff (sn* ai) — sn a,- en a< dn a,^ (sn* ai) = O 
et aussi en vertu des équations (15) 

Å — sn a< en a< dn a,/'(sn* a,) = O 

On déduit de ces deux équations 

- JfcrCsn' a i) 

sn a< en a< dn a< = .^. ^ — r-^ = 



j/<8n*a<) /(sn'aO 



(*) Voir traité de Calcul différentiel et integral de Lacroix, note de M. Hermitb. 
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ou en prenant M = Å 

et cette cquation devant avoir lieu pour toutes les valeurs de &n^ x qui 
annulent f{x)j on en conclue 

(28) s^^) = f{x)f(^) ~ e(x)f{x) 

0{x) devant, pour que cette équation soit possible, étre de degré m — 1 . 

On pourra dailleurs toujours déterminer les coefficients de jr(.r) et 
de 6{x) par les conditions que ces fonctions doivent remplir. 

En eflfet dans tous les cas <P(t) sera de degré n — m — 1 ; on aura 
donc a exprimer que les coefficients des puissances de x supérieures ä 
n — m — 1 sont nuls, et comme le second inembre est de degré n-^-m — 1, 
cela fera 2m équations qui étant linéaires et homogénes par rapport aux 
coefficients ihconnus permetteront de les déterminer a un facteur constant 
prés. Les coefficients de jr(j^) et de 0{t) étant connus on en déduira de 
suite ceux de ^{x). 

p{x) et <p{x) étant ainsi déterminés, on aura, puisque nous avons pris 
M = Åj et en choisissant convenablement le facteur Aj 

n(n+l)i • 

,„o, Ae " 'h(x - a,)H(x - a,) H{x- an)H(x + g,) 

(29) ^;TT^5 - = 

= ^^(sn" x) — Bnxcnxåa aj^(sn' x) 

car la fonction doublement périodique d'ordre (n + 1) 

^^(sn' x) — sn a; en o; dn ar^(sn' x) 

qui admet en vertu des relations (28) et (15) les zéros a^ , a,, a„ 

admettra aussi, puisque la sorarae de ces infinis est (n + l)iK'y le zéro 

^< + (^ + 1)*-^') == — ^31 ^" vertu du théoréme de M. Liouville. 

Les deux membres de Téquation (29) seront donc identiques, avec un 
choix convenable du facteur constant A. 

On aura ensuite en changeant a; en — x 

• « 

(SO) (— n"+'^e~ ^^^^' g(ic + a,)H(x + a.) H{z + an)H{x — a,) ^ 

^ 0'-^\x) 

= Åf>(en* «) + sn a; en a; dn x^{sa* x) 



il 
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Nous al lons maintenant calculer les coefficients de ^(x), 9{x) et <p{x) 
et dcterminer ensuite la valeur de w. 
Posons 



(31) 



(fix) =^ A^ + A^x + A^x^ + + A^x'^ 

Six) = B, + B,x + B^x^ + + B«-i«~-* 



En égalant ä zéro dans le second membre de Téquation (28) les coefficients 
des puissances de x supérieures a n — m — 1 nous aurons les 2m équa- 
tions suivantes 



(32) 



<<-m 



{s=m — 1 



2^(n — m — i + l)i4<a,n+i-2 — ^«,n+i-iKi = O 



<«o 



i^m 



< = m— 1 



2^ 0^ — m — i + 2)i4,a„,+i_8 — V a^^^i-iBi = O 



<-o 



<-o 



i-m 



<=m— 1 



^^ (n — i)^<«<-i — ^ fiiBi = O 



i»0 
<=m— 1 



i-0 



jsm— 1 



^ (n — i).4<+i«i«i — ^ «i_i/ii = 



O 



t = 
{ = m— 2 



i = . 



<"m— 2 



<^0 /=0 



O 



nAn, — B,n-\ = o 



On tirera de ces équations les valeurs de J^, A^^ A^y J5^, -B^, ^m-\ 

a un facteur constant prés, et en choisissant convenablement ce facteur con- 
stant on aura pour ip{x) et ©(j*) les expressions suivantes: 



Sar UDe équation différeDtielle linéaire du sccoDd ordre. 
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(33) .f{x) = 



X 



m 



o 



o 



(n — wi + 1 )«„_j (n — OT>(«_i ... (n — 2m + 1 )ajm-s{— ««i-i) • • • (— öjm-j) 
(n— m + 2)a„_8(n— TO + 1>(„_2 . . . (w — 2w + 2>ts„_3(— ««-!() . . . (— «!«_») 



w 


(n • 


-1)« 







n 











(n — m)«,n_i (— aj 
. (n — m + l)am_2 (— 1) 
. (n — m +2)««-8 O 



. . . ( — «m— l) 

• . . ( — «m-«) 
. . . ( — am_») 



O 



O 



n 



O 



... (-1) 



et 



O 



O 



X 



o 



O 



n 



O 



O 



X 



m— 1 



(n — m + l)öm-2 ... (n — 2m + l)ä2in-2 (— ««_i) (— 0^) ... (— a^m-2) 
(n — m + 2)am-3 ... (n — 2m + 2)ö2«_8 (— am-2) (— o[m-\) . • . (— «2m-8) 



(34) e(«) = 


n 



(fl — m)a,H-i 
. . . (n m + l)am-2 


( «o) ( «l) 
(-1) (-«o) 

• 


. . . ( a«_i) 

. . . ( «,^_2) 







... (n — m + 2)a,„_8 


(-1) 


• 
... • 



... (-1) 



On en déduira ensuite Texpression des coefficients de ^(rc); on 



aura: 



<=« 



i^t 



R» = ^(} + l)^«-<aii-<~2 — 2j -S«-<««-.<_i 



< = 



< = 



et par suite 
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gsan—m—l <»j 



(35) 



i-'<*) = ^«'2j[(* + i)^.-i«»-*-i— b._<«,_,_,] 



$^0 is=0 



ou bien en posant d'abord 



puis 



p^ = a„_2 + 2a„_3ic + Sun-AX* + + {n — m>/,n .i*"""*"* 



Pn^m-l = «n-'J« 



«— m— 1 



— Q, = Än-l + ö«-2« + + ««•»"""•"* 



— Cw-m-1 = ««-!« 



«— m— 1 



(36) 5*(a>) = 



Po Pl 

{n—'m + l)a„_j (» — m)a,n_i 



n 
O 



O 



(n - IK 



71 



O 



O 






(n — m + 2)«m-8 (n — m + l)a,„_2 ... — a,„_2 



C, 



a. 



... — 1 

O 



O 



a. 



a. 



— 1 
O 



O 



Reportons-nous inaintenant aux relations (29) et (30). 
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En faisant le produit de ces deux relations on en déduit 

(37) ;iY*(sii* x) — sn" X en' x dn* a;^'(sn" x) = Z>(sn* x — sn* w)/(sn* x), 

D désignant une constante, puisque les deux membres sont deux fonc- 
tions périodiques ayant les mémes zéros et les mémes infinis. 
Si on remplace sn^ x par rr, cette équation peut s'écrire 

(38) Xy(x) — [« — (!+ fe>* + k'x']^\x) = D{x — sn* a))f{x) 

Si dans les deux membres de Téquation (88) on égale les coefficients 
de X et les termes constants on a 



(39) 



On en déduit 






(40) 8n'ö) = 



, ___ X^AlUn-l 



Rlan-x + X^AJ^A^Un^^ — 2i4j««_i) 



On peut aussi obtenir d'autres expressions de sn^co, qui seront souvent 
plus simples, en égalant dans les deux membres de Téquation (88) les 
coefficients des puissanccs n + 1 de äj on aura: 

V Si n = 2m 

(41) - fc'«J.-i = D 

et en joignant a cette équation la seconde des équations (89), on en déduit 
pour le cas de w = 2m 

(42) sn« ö> = 



k^Un-lRm-l 



2" Si w = 2m— 1, 
on aura en égalant les coefficients des puissances n + 1 de o? dans 
Téquation (38) 

(43) X'Ai, = D 

et en joignant a cette équation la seconde des équations (39), on en déduit 
pour le cas de n = 2m — 1 
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A* 



t ^.. •■'O 



(44) sn* (o = — 



-^m^n-l 



La valeur de w étant connue au signe prés par la formule (40) ou par 
Vune des formules (42) ou (44), il faut encore fixer son signe. 

Pour cela nous remarquerons qu'eii vertu de réquation (30), (o est 
un zéro de rexpression 

Åf{sn* a?) + sn a; en a; dii »^'»(sii* x) 

On aura donc- la relation 

(45) / = — sn (O en to du (o^ — 5 — - 

f (sn' (O) 

qui fixera la concordance des signes entré w et A. 

Ayant obtenu Texpression do w en fonction des coeffieients connus, 

il nous reste a obtenir Texpression de - en fonction des mémes coeffieients 

et de (O. 

Dans le cas qui nous occupe (oii n^ = n^ = n^ == 0) on a 



n 



Sia,) 



Si dans les relations (29) et (30) on change x en x -\- iK', elles 
deviennent: 

Xip[m* (« + iff')] — sn (« + iK) en (« + iK") dn (x + iK)(p[m* (« + iK)] = 

= A^^' e(a! — a,)9{x — a.) e{x — a.)g(ai + a;) 

H"+'(*) 

et 

X<p\Bn* {x + iK')] + sn (a; + iK) en (« + iK') dn (« + lÄOvHsn' (« + i/T)] = 

et on en déduit 
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f,f.. e(x + a,)e(z + o,)e(a; + g.) 9{z + a,)g(a; — to) -*-=±^' ^ 

^ ' e(x — a,)e(x — a;)e{x — «,) ^« — a,)Ö(« + 0») 

^ ,+, k<p [an* (a; + tlT)] + sn (» + ig') en (a; + ig) dn {x + igQ^ [sn' {x + tg)] 

~ ^ ' Xf [sn* (« + igO] — sn{x + iK) en (« + iK) dn (a; + tgOvC' [sn* {x + tg)] 

Posons maintenant 

f.(«) = ^« + ^«-i« + + ^.«'"-> + ^.«« 

et clistinguons deux cas, suivant que n est pair ou impair. 

1° n pair n = 2m 

Alors en vertu des relations 

8n»(« + tg) = Tr^ 

« sn a; 

sn {x + iK') en (* + ig) dn (a; + iK) = — ^ ^f '^ 
on aura en multipliant haut et bas dans le 2* membre de (46) par 

e(x + a,)fK:x + a,) 9(x + a„)9{x-' to) -^-^' ^ 

e{x — aJÖ(aj — a,) ©(« - - a„)Ö(« + rw) ^ "^ 

__ >i sn »fl (fe* sn" ar) — en « dn x<ff^{k^ sn* a?) „+i 

Å sn «f i(Ä;* sn* «) + en a? dn «^i(ä' sn" «) * 

prenant ensuite la dérivée logarithmique de cette expression et y faisant 
o; = O, on aura 



n 



gV y(«0 o »(<o) (n +l)7ri ^y.(0) 

^J e{cn) (Kto) K 4>^{0) 



1 
Cest a dire 

C (n + \)m ^ ff(fi>) XA„ 
^ ' 2 2g e{to) i?„_j 

Acta mathematiea, 3. Imprimé 80 Aofit 1883. |g 
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et par suite dans le cas de n pair et egal a 2m on aura pour Téqua- 
tion quc nous considérons (ou n^ = n^ = n^ ■= 0) en vertu des formules 
(24), (25), (29) et (30) Tintégrale générale qiii sera donnée par la formule 






jr 



(48) dii*' X cu"* X su"* X A[ÅLr(sn* x) — sii x en x dn irc^'(8u' x)] -„ ^ e "* * + 

+ BlÅcisn' x) + ^nx en « dn a-cA(su' «)] „,^ ^ , e ^ ''^"^ ""-* ' 

formule dans laquelle tout est maintenant connu. 

2** n impair n = 2m — 1 

On aura en remarquant que dans ce cas <p{.r) est de degrc w — 2, 
et niultipliant haut et bas dans le 2® membre de (46) par Ä;^"*sn^"*:r 



9{x + a,)e(x + a,) 0(x + an)e(x — co) ^- ^^^ 

9{x — a^)&{x — aj &{x — an)9{x + to) ^ 



_ ^ ^(w-i-i) >tyi(fe' sn* x) — fc* sn x en x dn xi/\{k* sn* y) 
"~ ^f i(*^' sn' a;) + ä:* sn x en a; dn a;^^,(Ä:' sn' x) ' 



en prenant la dérivée logarithmique de cette expression et y faisant 
rr = O, on aura 



2 



Y ÖXaO_ yW (n + l);ri ^ g feV,(0) 
Zi e(a,) Ö(rc;) . K Åf>,{0) 



Cest ä dire 



(49) 



C (n + \)7ri ^ ff{w) fe* fim-a 
2 2ä: " e{w) kA„, 



et par suite dans le cas de n impair Tintégrale générale de Téquation 
(1) ou Ton suppose n^ = w^ = Wg = O c'est ii dire de Téquation 



d 
dx 
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V . Fo ^* 811 » en a; . _ snzdnx ^ cu x ån »T dy 
iC* L ^l*^ ^ * en a; * sii « J d» 



— 1 , ... dn*a: _ Ä;*en*« 



. (n — v — v, — v, + 1) + A II/ 

sera 

(50) dn''a:en''a;8n'''ajL4[>ic^(sn'aj) — sn.Tcna;dna:c^(sn*aj)]-^^ ^^" J + 

L n(x + (O) 



+ B[Åf(8n* x) + Bn xQXix dn *^''(sn* a;)] 






tf (* — w) 



Je ferai remarquer que le resultat auquel nous sommes arrivés pour 
le oas 011 Wj = n^ = Wg = O s appliquerait presque sans changement si 
trois quclconcjues des quaiitités w, n^, w^, n.^ étaient iiulles, il suffirait 
dans les équations (12) de considérer au lieu de sn^a, Tune des quantités 
sn* (a^ + K.\ sn^ (a, + iK')j sn^ (a^ + Ä" + iK'\ suivant le cas, et alors 
les équations qui s'appliqueiit au cas present prendraient la forme de 
celles dont nous sommes partis pour le cas de n^ = n^ = ^3 = 0. 

Dans un prochain mémoire nous nous proposerons de rcsoudre pour 
le cas de #^2 = n^j = O les problémes que nous avons résolus pour le cas 
précédent; et nous reviendrons ensuite ä lexamen du cas general. (^) 

Chateau de Valiiere 15 Mars 1883. 



(') Ujic grande partié des resultats auxqucis nous sommes arrivés dans ce premier 
mémoire avait déjä été obtenu, par dautres méthodcs pour Téquation de LamÉ. 

En dehors des beaux travaux de M. Hermite sur ce sujet, dont nous avons parlé 
en commen^ant, et de ceuz quil avait dcjå donné dans son cours lithographié de I école 
Polytechnique; nous dcvons citer Ics remarquables resultats obtenus par M. Brioschi et 
publiés dans les tomes 9 et 10 des Annali di Matematica ainsi que dans deux notes parues 
dans les tomes 91 et 92 des comptes rendus de Tacadémic des sciences de Paris. 

En particulier, dans la note publiée dans le tome 92 des comptes rendus, léminent 
analyste donne une formule récurrcnte, analogue å la formule (23) qui permvt de calculcr 
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de prochc en proche les cocfficients de f{x), Toutefois cette formule contient quatre 
coefficients consécutifs de f{x) tandis que la relation (28) nen contient que trois. 

Nous ferons remarquer de plus que la relation (21) dont nous avous ddduit la formule 
(28) ne différe pas au fond de Téquation différcntielle du troisiéme ordre å laquelle satis- 
fait lo produit de deuz int<3grales particuliöres de Téquation diifdrentielle du sccond ordre, 
équation donnéc par M. Brioschi dans le tome 9 des Annali di Matematica et antörieure- 
ment par M. Hermitb, mais les méthodes employécs par les deuz savants géomötres ne nous 
auraient pas foumi les relations (15). 

Or ces relations nous étaient néccssaircs, prcmiércmcnt pour fixer la concordance des 
signes entré les quantitds a lorsque Ton prcnd Tintégrale sous sa premiere forme, et ensuite 
pour nous permettre de passcr de oette formc & cclle sous laquelle nous Tavons mise en 
dernier lieu. 



SUR LES COUCHES DE NIVEAU 

• ÉLECTROMAGNÉTIQUES 

PAR 

E. BELTRAMI 

4 PAVIE. 

Tout le monde connait les elegantes proprictés des surfaces et des 
couches de niveaii par rapport aux masses agissant d'aprés la loi de 
Newton, ainsi que la belle application que ces propriétés re9oivent dans 
Tétude des systémes ellipsoUdaux. 

Des propriétés tout-a-fait analogues ont lieu par rapport aux actions 
électromagnétiqucs. Des 1872, dans une courte note insérée au Nuovo 
CimentOy j'ai indiqué des systenies de courants, auxquels j'ai donné le 
nom (qui peut-étre n*a pas été parfaitement bien choisi) de solenoides 
neutres, et qui présentent des analogies trés-frappantes avec les couches de 
niveau. J'ai möntré, un peu plus tärd (en 1874), dans des Eecherches 
sur la chiématique des fluides^ que Ton rencontre une application tres-simple 
de ces systémes chez les surfaces de second ordre: seulement ces surfaces 
ne sont pas, cette fois, des .ellipsoKdes, mais des hyperboloUdes a une näppe. 

J'ai quelque raison de croire que la coimaissance de ces propriétés 
n'est pas aussi généralement répandue qu elie pourrait Tétre. Cest pourquoi 
je prends la permission d'en presenter un exposé succinct aux lecteurs 
de ce Journal, d'autant plus que des recherches postérieures me permettent 
d'en abréger considcrablement la demonstration. Je m'étais d'abord servi 
du théoréme de Green, et ce procédé est sans doute le plus naturel et 
le plus direct, lorsque Ton tient compte d'une remarque duc ä M. W. 
Thomson {Beprinty § 515). Mais les fonctions qu'il faut considérer n'étant 

Åeta mathematica, 3. Iraprimé 30 Aoftt 1883. 
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pas, en general, monodromes, remploi de ce thcoreme exige, comme on 
sait d'apres M. Helmiioltz, quelques inodifications qiii coinpliquent un 
pen les raisonnements. Je suivrai donc une autre voie, en m'appuyant 
sur les forniules qui servent a dciinir les systémes de courants dont 
Taction extérieure est la méine que celle d'un corps magnétique donné. 
J'ai eu tout récemment röccasion d'6tablir ces formules d'une maniére 
rigoureuse, dans une Note comniuniquée a Tlnstitut Royal de Milan 
(séance du 12 Avril 1883). 

Je vais d'abord rappeler x:es fornmles, ainsi que Ics conventions sur 
lesquelles elles reposent. 

Soit S Tespace occupé par un corps magnétique et soient a, y9, y 
trois fonctions monodromes, continues et finies des coordonnées x, y, Zy 
representant les composantes suivant les axes du moment magnétique 
(rapporté ä Tunité de volume) au point {Xj y, z) de Tespacc S. Uaction 
que le corps exerce sur un point extérieur quelconque est identique, 
comme on sait d'aprés Ampere, a Taction électromagnétique exercée, sur 
ce méme point, par un certain systéme de courants constants et fermés 
qui circulent en partie dans Tespace S^ en partie sur la surface ö- qui 
termine cet espace. Pour définir completement ce systcme il faut com 
naitre les composantes u, t;, iv de Tintensité spécifique (de volume) en 
tout point {Xy i/y z) de Tespace 8 et les composantes U^ Vy W de Tintensité 
spécifique (de superficie) en tout point (Xy y, z) de la surface tr. Or ces 
six quantités sont données en fonction des composantes a, y9, ;* du moment 
magnétique par les formules tres-simples 

, . _d^ dy _dy da _da 3/9 



dz dy ^ dx dz ^ dy 



ex 



ou n est la normale intérieure a la surface ö- (voir le Beprint de Thomson, 

§ 554? ^^ 1^ ^^^^ ^5tée ci-dessus). 

Il est commode de transformer les trois derniéres formules. On a 
d'abord 

/ \ dx , dy ^ dz 
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relation dont la nécessité découle de la definition méme des quantités 
Vy Vy W. Menons, ensuite, par le point (rr, y, z) de la surface deux ele- 
ments Hnéaires orthogonaux dSy rfv de cette surface, de telle maniére que 
les trois directions rfe, rfv, dn soient congruentes a celles des axes positifs 
des Xy yy z. On tire alors d^s cquations (i)^ 

et Ton reconnait trgs-aisément que les quantités Uy Vy Wy assujetties a la 
condition (2), ne peuvent satisfaire a cette derniére équation, quel que soit 
le couple orthogonal [dSy rfv), qu'en prenant les valeurs (i)^. La derniére 
équation peut ötre encore simplifiée. Soit j Tintensité spécifique dont 
Uy Vy W son t les composantes suivant les axes, et soit J^ la composante 
de cette méme intensité suivant ime direction quelconque v: on peut 
alors écrire 

(2)a Xds + ddx + [idy + ^-r/^ = o, 

ou dXy dyy dz sont les composantes, suivant les axes, de Télément linéaire 
dSy et ou v indique la direction de Télément linéaire normal a dSy dans 
le sens precis qui a été indiqué ci-dessus. 

Cela pose, nous considérerons une distribution de magnétisme tres- 
particuliére. On sait déja par Poisson que lorsque les composantes du 
moment magnétique satisfont aux conditions 

~ + ^ + ^=o en tout point de Sy 

dx , J^U dz 

la fonction potentielle magnétique est partout nulle. Mais nous suppo- 
serons, en outre, qu'il existe une fonction ^ des points de S^ telle que 
Ton ait 

/.\ „^ L?f /i= L^JL r= L?f 
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et que Ton ait aussi, par conséquent, 

(3), Ajj^ = o en tout point de S, 

(3)b i = ^ 7> i> }> y> (T. 

Les égalités (3) cxigent que les premiéres dérivées de p soient mono- 
dromes, continues et finies en tous les points de S. Si donc on veut 
pouvoir satisfaire en méme temps aiix conditions (3)^, (3)1,, sans que jr 
devienne = Const., il faut supposer que Tespace S soit infini, ou, s^il est 
fini, qu'il ne soit pas simplement connexe; et, dans ce second oas, il faut 
que la fonction j^ ne soit pas monodrorae dans cet espace. Gette fonction 
peut, en effet, étre envisagée comme le potentiel des vitesses d'un liquide 
incompressible, mobile dans Tespace S. (Pour fixer les idées, il est bon 
d'avoir en vue le oas simple d'un espace S fini et doublement connexe, 
c'est a dire d'une surface ö- tubulaire et rentrante.) 

Les équations (i) donnent u = v =^ tv = Oy d'ou il suit qu*il n'y a 
pas de courants dans Tespace S. Kéquation (2)^ donne de son c6té 

(3)c Ms = ^ , 

d'ou il suit J^ = o pour d^ = o: il n'y a donc de courants que sur la 
surface a et ces courants circulent le long des lignes dMntersection de 
cette surface avec les surfaces j? = Gonsf, Si la direction v est celle du 
courant, on a, pour Tintensité vraie du courant qui circule dans la bände 
comprise entré les deux lignes contigties j? = Const., ^ -{- d^ = Const,, 

On peut dire aussi que Tintensité spécifique J est donnée par la formule 

ou N est la normale aux surfaces j? = Const., de sorte que cette intensité 
J a la méme expression, au signe prés, que la densité d*une couche de 
niveau sur une de ces surfaces. D'une maniere ou d'autre, on voit que 
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la fonction (p régit la marche aussi bien que Tintensité de tous les courants 
du systéme. 

De réquivalence de ce systeme avec le corps magnétique on conclut 
immédiatement que raction des courants est nulle au dehors de Tespace 
Ä Pour calculer cette action dans Tespace S lui-méme, il suffit de se 
rappeler qua Tintérieur d'un corps magnétique les composantes de la 
force, suivant la definition dite ihctromagnétique, sont données par les' 
dérivées negatives de la fonction potentielle (qui est nulle dans notre cas) 
augmentées respectiveinent de 4ra, 47r^, 4;r;-; Cette force n'est d'ailleurs 
autre chose que celle due au systéme de courants équivalents: donc (3) 
les composantes cherchées sont 

2ip d(p 2(p 

är ' • % ' di' 

On peut maintenant' écarter tout a fait. la considération du corps 
magnétique et envisager <p comme fonction potentielle électromagnétique 
de courants existant. en dehors de Vespace Ä On a alors le théoréme 
suivant, dans Ténoncé duquel on a rétabli la généralité des hypothéses 
essentielles : 

Soit (f la fonction potentielle électromagnétique (Vun systéme F de courants 
et soit a une surface, lieu géoinétrique de lignes de force extérieures rélatives 
ä ces courants, et partageant Vespace infini en deux regions, S et S', dmit 
la premiére ne renferme aucune partie de F. Si Von fait parcourir cette 
surface par un systéme de cmirants (solenoTfde neutre), dont Vintensité spéci- 
figtie (de superficie) soit 

N étant la normale aux surfaces f> = Const., Vaction électromagnétique de ce 
systéme est nulle dans tout Vespace S' et est identique, dans tout Vespace S, 
ä celle du systéme primitif I\ 

On peut ajouter que Tintensité totale du solénoTfde est égale a celle 
du systéme Fy lorsque les lignes de force dont a est le lieu. géométrique 
entourent tous les courants de ce systéme. 

Uanalogie de ces énoncés avec ceux qui se rapportent aux couches 
de niveau ordinaires est évidente. Cette analogie . paralt encore plus 

Aeta mathematiea. 3. Imprimé 30 kodt 1883. 19 
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complétc si Von tient compte d'une propriété importante établie des 1870 
par M. BoLTZMANN (Journal de Bohciiardt, t. 73) relativement au potentiel 
d'un ftolénoldc neutre sur lui-rncme, potentiel qui est exprimé par 



\-^j/\,<f.dS. 



8 

On peut cncore généraliser le thcoreine précedent, de maniére a 
comprendre le oas qui a cté considéré par M. Bertuand par rapport aux 
distributions de masse ordinaires. On trouve alors que si le solénolde 
orthogonal sépare deux parties, I\ et I 'sy ^^^ systeme Fy son action en 
>S est égale a celle de la j)artie A]^.., tandis (jue son action en S' est cgale 
et contraire a celle de la partie F^, (Cette différence de signes est 
naturellement subordonnée au choix que Von a fait du sens des courants 
du solénoKde.) 

Considérons un exeinple tres-simple. Supposons que le systerne /' 
se réduise ii un seul courant rectiligne et indéfini, auquel cas les surfaces 
^ == Const, sont des plans inenés par cet axe. Toute surface de revolution 
autour de ce méine axe peut jouer le role de surface tr, pourvu que la 
ligne méridienne ne coiipe pas Vaxe et soit une courbe fermée ou a 
branches infinies. Les courants de ce solénoTfde étant distribués uniformé- 
ment le long des liornes méridiennes et leur intensité totale étant éMle ä 
celle du courant axial, Vaction du solénolde dans Tespace annulaire est 
identique a celle de ce courant. Par conséquent, 8'il existe, dans cet 
espace annulaire, une masse de fer doux, Tinduction magnétique exercée 
sur cette masse par le solénolde est nécessairement la méme que si, le 
solénolde étant supprimé, la masse était exposée a Taction du courant 
axial de méme intensité. I)'aprés cela, lorsque la masse de fer doux a 
elle-aussi la forme d'un aimeau de* revolution autour de Taxe (la section 
étant quelconque), sa surface devient un lieu de lignes de force indiictrices. 
Or chaque fois que la surface d'un corps magnétique isotrope est un lieu 
de lignes de force inductrices, la solution du probléme d^induction est 
immédiatement donnée par la seule inspection de Téquation fondamentale 
de Poisson (la magnétisation induite rentre alors dans le type (3), (3)^, 
(3)b? ou ^ est proportionneUe ä la fonction potentielle des forces inductrices 
extérieures). On es^t ramené ainsi, dans le cas trés-particulier de Tanneau 
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de revolution, au resultat que M. Kirciiiioff a établi par le calcul direct 
{Gesammelte Äbhandlungen, p. 226). (^) 

Voyons raaiiitcnant rapplication que lon peut faire des propriétés 
précédemment établies aux surfaces de second ordre. 

Désignons pas Uy v, iv les trois racines reelles de Téquation en A 

s s s 

X y z 

a' + Å "^ b' + Å ■*■ cMT^ ^ ^ ' 

en supposant 

00 > u> — c'^ > v > — b'^ > w > — a'; 
et posons 






U= I 77=^, V^ / 77===, W = 

oii 

F{X) = {a' + ;0(i' + X){c' + X). 

Nous lixerons tout-a-Fheure le signe des radicaux sous les intégrales C/, 
F, W: en attendant, nous désignerons par //, 7, K les valeurs absolues 
de ces trois intégrales, lorsque les variables w, v, iv y atteignent leurs 
liniites supérieures (respectives) co, — c^ — i^ 

On sait que Télément linéaire de Tespace est donne, en w, v, w, par 
Téquation 

4^5» = (^u — v){u — w)dU'' + {11 — v){v — w)dV' + {u — iv){v — tv)dW\ 
d'ou Ton tire 

d.M=. J :, A,F=- ^ -, ^,W=- J -. 

* (n — v){tt — w) ^ {ti — V) {v — 10) * {u — w){v — w) 



(^) Il n'est pas inutilc de rcmarquer quil y a dcux cas gc^néraux oii le problöme 
de 1 induetioD iDagoétique admet une solution imniddiate. Le premier est cclui oii la surfacc 
qui termine le corps est de niveau par rapport aux forces inductrices: cest le cas qui a 
servi ä M. Thomson pour expliquer les resultats de Faraday au sujet de rinduction 
élcctrostatique. Le second est cclui dont il est question cidessus. 
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De ces derniéres exprcssioiis on conclut, coinme on sait, que les dérivées 
des f<:)iictions Uj F, W par rapport a .r, //, z soiit finies partout, excepté 
le long de Tellipse focale, poiir J7, de Thyperbole focale, pour F, et de 
ces deux lignes a la fois, pour W. Les dérivées secondes de ces trois 
fonctions satisfont aux équatioiis 

partout oii elles sont linies. 

D apres cela, si on cousidére un des hyi)erbol()Kdes a une näppe, que 
nous désignerons par a et qui sera dofini par une valeur particuliére v^ 
de v, et si, pour distinguer entré elles les deux regions de Tespace qui 
sont séparées par cette surface. Von indicjue par 8 celle oii se trouve le 
centre et par S' la region annulaire extérieure, on voit que les dérivées 

dU dU dU 



dx ^ dy ^ dz 

Sont finies en tout point de S et que les dérivées 

dW dW dW 



djc ^ 



dy ' dz 



sont finies en tout point de 8\ 

Pour que les dérivées de U deviennent aussi continues en S, il suffit 

de changer le signe au radical \F{u) chaque fois que le point {x, y, z) 
traverse le plan z = o, ou ce radical s annule. De niéme, pour que les 
dérivées de W deviennent aussi continues en S\ il suffit de changer le 

signe au radical \ F{w) chaque fois que le point (r, y, z) traverse les 
deux plans :r = o, y = o, ou ce radical sannule. Afin de satisfaire a 
ces deux conditions, nous conviendrons de donner toujours au radical 

\ F(u) le niénie signe que z et au radical yF{w) le signe contraire a celui 
du produit jy. Par ces conventions, lorsque le point (;r, y, z) ira de 
z = — CO a z = '{' oo par un chemin quelconque en S, la fonction 
monodrome ?7 passera avec continuité de la valeur — /fala valeur + ^; 
et lorsque le point (Xy y, z) décrira en S' un chemin fermé autour de 
rhyperbololde {i\)y la fonction polidrome W passera avec continuité de la 
valeur Wy (ju^elle posscdait au point de départ, a la valeur W + 4^ 
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qu'elle prendra au méme point, apres le tour complet (en sens positif). 
Par ces mérnes conventions, si l'on désigne par s Tarc de Tune quelconque 
des courbcs a branches infinies 

v = Const., w = ConsL, 

qui existent dans Tespace S, et par s' Tarc de Tune quelconque des 
courbcs ferinces 

u = Const,, v = Const,, 
qui existent en S', on aura 



dU 2 


dW 


2 


2« \{v, v){u w)' 


5«'. V{^- 


-w){v — w) 



(radicaux toujours positifs), les arcs s et s' croissant dans les sens indiqués 
ci-dessus. On voit donc que ces dérivées, ainsi que celles prises par 
rapport a x, y, z (que Ton déduit immédiatement des précédentes), sont 
bien réellenient monodrornes, continues et finies dans les espaces (respectifs) 
S et S', et qu'elles deviennent, a Tinfini, infiniment petites du second 
ordre par rapport a Tinversc du rayon vecteur. 

(On peut faire des considerations tout-a-fait analogues sur la fonction 
F, qui est de lespéce de W.) 

Les fonctions U et W étant définies de la sorte, rien ne 8'oppose 
désormais a ce que nous considérions ces fonctions comme des cas parti- 
culiers de celle que nous avions désignée par jr, c'est a dire que nous 
prenions j? = Uj par rapport a Tespace Ä, et j^ = TF, par rapport a 
Tespace äS^. On a alors sur Thyperbolotde tr deux systémes de courants 
et on peut immédiatement énoncer les théorcmes suivants: 

Si les lignes de courbure eUiptiques de VhyperholoUle ä une näppe (vj 
sont parcourues par des courants, avec Vintensité spécifique 



7 = - 



I dU 



ou N est la normale aux ellipsoides, Vaction électromaffnétique de ce systéme 
de courants est nulle dans Vespace S et a la fmiction potcntiette U (ä une 
constante prés) dans Vespace S, 
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Si les lignes de courbure hyperholupies du méme hyperholoide sant 
parcaurties par des courants, avec Vintensité sjmifique 

oii N est la normale aux hyperboloides ä deux nappeSy Vaction électr&magné' 
tiqiie de ce second systhne de cotirants est nidle dans tespace S et a la 
fonction potentiélle W (ä une constante pres) dans Vespace S'. 

On peut considérer U comme la fonction potentiélle de courants /^ 
existant dans Tespace S' et W coinme la fonction potentiélle de courantfi 
Fg existant dans Tespace & Ces courants péuvent prendre, évidemment, 
des dispositions tres-variées. On peut, par exeniple, concevoir /],. coinnie 
étant formé de courants disposes suivant les lignes de courbure elliptiques 
d'un hyperboloTfde ä une näppe au paranietre v > v^ , ou nicme, a la 
limite, suivant les ellipses du plan z =^ o honiofocales et extérieures a 
Tellipse focale: la loi de distribution de ces courants serait la méme que 
pour ceux de Tliyperboloide (v^)\ seulement il faudrait, dans le cas limite, 
en doubler Tintensité. On peut, par la méme raison, concevoir /^ comme 
étant formé de courants disposés suivant les lignes de courbure hyper- 
boliques d'un hyperboloKde a une näppe au paramétre t; < t;^ , ou méme, 
ä la limite, suivant les hyperboles du plan y = o homofocales et in- 
térieures a Thyperbole focale (avec les mémes remarques toucliant la loi 
de distribution). 

Si on fait coexister, sur un méme hyperboloTfde [i\\ les deux sys- 
témes de courants qui circulent le long des lignes de courbure, on obtient 
un nouveau systéme, dont les courants parcourent les lignes 



ip =U+ W = Const. 



ou les lignes 



ip = U— W = Const,, 



suivant le sens des deux systémes composants. Il est facile de voir que 
ces lignes ne sont autres que les génératrices rectilignes de Thyperbololde 
(ce qui n'est qu'une forme particulicre du théoréme d'addition). Uintensité 
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du courant coinposé qui parcourt la bände comprise entré deux généra- 
trices contigttes est donnée par la formule généraJe 

mais on peut aussi expriiner Tintensitc spécifique au moyen de la troisiéme 
fonction F, que nous n'avons pas encore mise en oeuvre. En effet Télé- 
ment linéaire de rhyperbololde étant donné par Téquation 

' 4(Js' = {u — tv)[{:u — v,)(UP + {v, — w)(lW], 

la condition d'orthogonalité de deux elements ds^ ds du méme hyperbo- 
lolde est 

(w — v^)dlJdU + {v, — tv)dWdW = o. 

Si le second element appartient a Tune des génératrices rectilignes, savoir 
si Ton a dU + dW = o, cettc condition se réduit a 

{u — v^)dU + [Vq — iv)dW = o. 

De cette équation et de dlJ +dW = df on tire 

u — w * ~~ u — w ^ 

et, par snite, la distance normale ds des deux génératrices ^ et jr + ^j^> 
au point considéré, est donnée par 

d'ou Ton tire 



(l)'=^^■ 



L'intensité spécifique des courants rectilignes peut donc 8'exprimer, 
abstraction faite du signe (que Ton détermine aisément d^aprés les 
conventions), par 

I dV 



J = 



47: dN' 



ou N est la normale a riiyperboloTfde {vj. 
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Ainsi Ton a cet autre théoréme: 

Le systéme des courants qui parcourent les génératrices rectilignes, ctune 
méfne famille, de Yhyperholmde (vj, avec Vintensité spéclfique 



J = ^ 



I dV 



m N est la normale ä cette méme surface, a, duns Vespace S, la fonction 
potentidh U (a une constantc et au sigiie prés) ety dans Tespace 8\ la 
fonction potentielle W (a une constante et au signe prés). 

Le choix des signes de U et de W dépend du sens des courants 
rectilignes (nous omettons la discussion de ces signes, qui n'offre aucune 
difficulté). 

On reconnait aisément que ce dernier théoréme n'est qu'un cas 
particulier de celui que nous avions énoncé pour le cas ou la surface a 
sépare le systéme F en deux parties. Sous ce point de vue Fg et /'^ 
pourraient étre, par exemple, les deux couches focales (électromagnétiques). 

D'aprés ce qui précéde, les lignes de courbure et les lignes asympto- 
tiques de ThyperboloTfde a une näppe re9oivent une application électro- 
magnétique trés-simple. Dans cette .application toutes les racines de 
lequation cubique bien connue trouvent leur emploi, tandis qu'une seule 
de ces racines figure dans les applications qui se rattachent a la théorie 
du potentiel ordinaire. 
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Des travaux de M. Hermite et (l'autres savants sur la transformation 
des fonctions hyperelliptiques de premier ordre, il résulte qu'on peut 
représenter les fonctions théta transformecs pour une transformation quel- 
conque du n^"^^ degré, abstraction faite d'un facteur commun, comme 
des fonctions entieres des fonctions primitives théta, du n*°*® degré, et 
contenant un certain nombre de constantes linéairement. Brioschi a donné 
une détermination de ces constantes. .Nous ferons remarquer dans la suite 
une autre méthode de détermination au moyen de laquelle ces constantes 
deviennent des fonctions rationnelles des' fonctions théta, soit primitives, 
soit transformées, quand les arguments prennent la valeur zéro. Uavantage 
de cette méthode, c est qu'elle donn^ en méme temps le moyen de déduire 
autant de rapports modulaircs que Ton veut pour un degré quelconque 
de transformation. 

Noiis nous bornons ici au eds d'une transformation impaire, car le 
cas d'une transformation paire n offre, en principe, aucune particularité. 
Nous aurons alors le droit de nous borner aux representants qui appar- • 
tiennent a la transformation proposée. Ces representants dcvront étre 
convenablement choisis. Enfin, nous signalerons quelquos rapports qui 
existent entré ces théories et la théorie des nombres. 
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§ 1- 

Nolis rapproclierons d'iibord certuincs formules do la tliéorie des 
fonctions théta, qui scrviront beaucoup dans la suite. D^aprés la forme 
sous laquelle Koenigsbergp:r, dans le 64® voluine du Journal de Crelle, 
a reprcsenté le theoreme de raddition des fonctions théta, on obtient 
immédiatement les relations suivantes: 

— *oa*'i:.(".)o*.:,("p *',)*oa("i. *',)• 
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(O 






= ^.»'MoKi^i' ^J*»!*'.» Va) 



»Ai{^.)oKÅ^i> v,)»,iK «'.)• 



»".(v, , V.) 



*,«o%i' *'») 



dvi 



'''..("n ».) 









'5'a'9M^i(v,. '^.) a^ 



h^AK ^.) a., 



3. 



«4*-/^('V O a;, . 






+ ffAÅv<)AM^ v-J^ouC".. v.)- 

— '9,4*'u(«0«*,3(Vl. ^■i)*34K» Vj- 
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Les douzc^ constuntes »Ki^-X que Ton rcncontre dans ces forinules, 
ne sorit pas toutes indépeiidantes Tune de Tautre, mais oii a les relations: 



(2) 



*;('^Jo -- ^« - 



UvX=-K,,'- 



,i^ H'^ H^ 



'7q3 • '^ij • ''o • 14 



^1 Ö ö Ö 






U>^X = (^u + ^n)%%^*^ 



34 • "4 • ^b 



u^.)o = (K,, + K. y\'''''\^'Y " 



34 • "4 • '5 



*:w, = a^u + ^'^J*7r^-*'*" 



*„ • *« • *5 



%,), = C^-*^» + AVJ %%%^ • 



34 • ^4 • '5 



34 * 4 ' 6 



34 • ''4 • '5 



^3 4 • '^4 • "^ö 
'^34 • '^4 • ^& 



Dans ces forniules on a pose: 



Ui ui ui ui yj ill 
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puis on II la relation: 

(jr jr jr /i' \ _^ ^^ -^^ ' * ' ^^ jr 

Posons iiiaintenant: 



On tire de la réciproquement: 






Posons ensuitc: 



!^(V .^^^ _ .,1 (u u \ 



On tire de la: 



'Vy^, O ^'"^aiv,, vj 



Les deux grandeurs 

ul„ («,,«,) et fi^k|^2jO 

peuvent ötrc désignees, pour le cas particulier de u^ = o, u.^ = o, par 
al« et al^ («(,)^ ; il résulte alors de la que le systénie d'équations (i) ne 
change pas, quand on inet al^, 2d'JUi\y al«(Wi> u^) au lieu de 
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(3) 



Mais alors oii a: 

'^ '^« ^ »,,.r\.>% ' 



» 



34 • ^4 • ''» 



ol' /,- \ ^Ma • ^^34 • "^O t '^4 oT fu \ 13 ^It • ^^34 • ^01 -^^4 



^^•la («J. = ^ 



34 • "4 • ''ö 



*-3 • *03 • '^6 • '^34 



84 • ^4 • "6 



*34 • *4 • '^5 



1/ / \ _ 2 '^J3 • ''o3 ■ 5 • 84 



34 • "4 • 'ö 



De la on tire cc théorcme bien connu que tous les quotients dififé- 
rentiels des fonctions al«(Wj, 2^.J, quand on ajoute les grandeurs al^, 
peuvent s^exprimer d'une inaniére rationnellc par les grandeurs al„(Wj, u^). 
Nous supposerons, dans la suite du present travail, que Ton eonnatt ces 
expressions. 



§ 2. 

Nous passons maintenant h la traiisforination de 7*^"° degré. Nous 
sorames donc autorisés a nous bornér aux representants de cettc trans- 
formation. On peut les introduire de la nianiére sui vante. Nous dc- 
inontrons d'abord que chaque déterminant de transformation {%b^c.^d^) 
est équivalcnt a un autre ou tous les elements a droite des membres 
en diagonalc sont égaux a zéro. 

En eflfet, si on dcsigne par k un nombre entier positif et qu'on pose: 



a 



k-l 



= «Ä + «S'"'- 



K' = % + K^'- 



^0 






«r — «3- 


•«i — »0 • 


(q — a^ 


K"-' - bl 


K-h- 


K - K 




^0 — ^0 • 


C3 C?3 


Uq - - 113. 


<-d,. 


<-d,', 
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alors, si on suppose en outre que k est un nombre pair, chaque déter- 



minant de transformation devient egal a: 



% o, o, O3 



K K K K 



Co <^i ^» <■=. 



d„ rf, rf, rf^ 



oj a^ Cj aj+* 



K ^ 



O 



r. 



&J+' 



'o 



rfj rfl rf, rfj+' 



/. 








I 










I 










1 








• • • • 


I 














/j o o I 



0010 



o I 0.0 



I .0 o o 



Nous choisissons maintenant Ics grandeurs / de maniérc que pour un 
k pair, on ait: 



aj+^ = o. 



Gette détermination est toujours possible. En effet, choisissons d'abord 
les grandeurs /, de telle sorte que les grandcurs aj diminuent quand 
k augrnente, le développement est fini et il y aura un k pour lequel on a: 



al^' = o. 



Si alors k est un nombre pair, le théörénie est déinontré vrai. 
le cas contraire posons, au lieu des deux derniéres équations: 



Dans 



*-i 



«o = «;*" ^*-i + o 



a 



les trols suivantes: 



ir-l 
O 

*-2 



= alh 



ai = 



a 



*-l _ /!*-! 



= a 






i) + <-' + a'. 



a\ 



<-' + al 



<— '*— 0; 



ce qui démontre le theoréine menie pour ce second cas. 
Coinme d'ailleurs on a: 



1 








I 










I 





• 





I 










I 














/' 








I 










I 










I 










I 














I 








/ 







I 








• 








I 













.0 


I 





1000 
0100 
0010 



/j o o I 
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il 8'ensuit que: 



% 


«1 


«, 


«» 




< 


«i 


a. 


O 




I 


o 


o 


h 




I 


o 


o 


o 


h 


\ 


h 


\ 




K 


\ 


K 


h\ 


m 


O 


I 


o 


o 


• • • • 


o- 


I 


o 


o 


^0 


f'x 


''i 


^a 




fj 


'^i 


'\ 


4 




o 


o 


I 


o 




o 


o 


I 


o 


<h 


^ 


<h 


<h 




< 


<h 


<h 


di 




o 


o 


o 


I 




h 


o 


o 


I 



On obtient ensuite iinmédlafenient: 



«J 


«1 


«, 


O 




«. 


«J 


O 


a. 




O 


I 


o 


o 


K 


h 


^, 


K 




K 


'4 


bl 


K 




I 


o 


o 


o 


* 


^x 


^, 


<i 




<•! 


d 


^ 


^, 


• 


o 


o 


o 


I 


rf* 


^. 


'^^ 


^J 




'^l 


< 


dl 


<h 




o 


o 


I 


o 



Nous pouvona opérer avec le déterminjiÄit gaiiche sur lo cote droit 
comme avec le deterrninant primitift On a alors: 



rt. 



(Il o 



a. 



c. 






o 



o 



hl 



nt 



dl d. 





o{ 


«J 


o 


o 






b\ 


K 


hl 


K 






c{ 


4 


cl 


c. 


• 




d\ 


dl 


dl 


d^ 


• 



O o 



o o 



o 


/: 




o 


o 




I 


o 


• • • • 


o 


I 





o 



/; 



o 



o 



o 



o 



Des considérations tout a fait analogues moiitrent que, par un déve- 
loppernent de fraction continue, de plus le détenninant gauche sur le 
coté droit peut dtre ramené a un autre ou le premier element de la 
premiére serie horizontale est, seul, autre que zéro. On peut de méme 
faire disparaitre le troisiéme element de la deuxiéme serie horizontale. 
La vérité de notre assertion se trouve alors immédiatement démontrée a 
Taide des équations conditionnelles que Ton a nécessairement entré les 
elements d'un dcterminant de transformation. 

De la on tire, apres quelques autres conclusions auxiliaires, le 
Théoreme. Tout deterrninant (r/^^, ftj, c^, rfj appart^nant a une 
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tranRformation de n*"® degrc, est éqiiivalent a" un autre détcrminant 
(a^, y?!, y^y d^) ou les elements ä droite de la diagonale sont égaux a 
zero, les. elements en diagonale positifs, et chacun des elements qui restent 
absolument plus petit que Tdlément diagonal correspondant, do telle sorte 
toutefois que [i^^ y^^ f?^, y^ sont positifs ou nuls. Enfin los elements 
satisfont iiux équations: 

rA + rA — rA -= o 
M. + PA - o 

^A=Pir2 =^^*- 

Deux transformations de respéce dont nous venons de parler ne 
peuvent jamais étre équivalentes Tunc a Tautre, sans etre identiques. 
DoRN démontre un théoreme analogue dans le tome 7° des Mathemati- 
sche Annalen. Sa methode est difiFcrente de celle que nous avons em- 
ployée ici. 

De la suit ce théoreme: 

Théoreme. Si on decompose le degre de transformation n en ses 
facteurs premiers, sous la forme: 

n = (('i^i^ . . . r/«* 

et si on fait abstraction des classes ou tous les nombres de transformation 
sont divisibles par un seul et meme nombre, le nombre des representants 
qui ne sont pas ^équivalents entré eux devient: 



2ör-3/. , 2\/ ar + 2 , «r-l -\ 






Une simple observation suffit pour ramener la demonstration de ce 
théoreme au cas ou n est la puissance d'un nombre premier. Pour ce 
dernier cas il faut faire une demonstration analogue, comme Ta fait 
DoRN dans le travail déja cite. 

Les resultats que nous venons d'obtenir sont exact.s pour toutes 
les valeurs positives ontieros de v. Si n est un nombre impair, nous 
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poserons, au licu (U»s elements a gauche des inembres en diagonale, leurs 
produits par un seul et meme multiple de huit. 

Les representants (a^, y9j, j-^, d^) ainsi définis serviront de point de 
départ pour toutes les considérations qui vont suivre. 

De raéme il résulte pour ces représenfcints, comme M. Hehmitp: Ta 
dcinontré pour une transformation de nonibres premiers, quMl y a une 
équation de la forme: 

s 

On a ici: 
£, + e, + S3 + s^ = «, e, + £^ = S3 + e^ = o (mod 2), £4 < 4 

■ 

tandis qu'entre les grandeurs rJi, rja, rij, r,^, r^^, r^^ on a les relations 
déja connues. 

Les grandeurs x^ sont des eonstantes inconnues qui seront déterminées 
dans la suite. 

En substituant des demi-périodes on tiro do la les expressions corre- 
spondantes pour les 15 fonctions théta transformces qui restent, de la 
maniere sui vante: 

si on substitue v, +-m, +-w, r,, + -Wo^io au lieu de v, 

et v^ + -m^ + -f?,rj, +2^*2^22 ^^^ ^^eu de v^ 

^öC^i; ^i> ^ii> M21 ^22) prend la valeur se'''''t%{'^\y v:^, rji, rjj, r^^), ou e est 
la (fuautité exponentielle qui s'ajoute ii la w*"® puissance de la fonction i9 
primitive, 

c = —l{n\m\ + w.$w$) + )^^m\ + v^tw^, 
et ou ou a les relations: 
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KoENiGSBKKGKU a donnc ce resultat dans le toine 67 du Journal de 
X!relle. Nous obtenons ainsi un systeuic d'équations, coinposé de 16 
équations de la forme: 

(2)' »a{v\, v;, r;,, rij, /,,) =zI:r3J'--i?„(y,, v,)*'i?Ji;j, t;,)"i?^(w,, t',)''i?,.(t;,, t?J'«. 

Iinaginons ces 16 équations divisées par &^{v^y v^Y, et mettons, sur le coté 
gauche, au lieu de ffjvi9 Kj ^11 j ^12 > t^^): 

^^ai^ii ^a? ^m ^^^ ^g») o / / f * * » \ 

H li< «/ T -^ t' \®^öv^1' ^3> ^"» ^12' ^"/' 

''^fiV'^!^ ^8 5 ^in •'Hl ^j»; 

On pourra alors inettrc sur le cöté droit a]« (Wj , w^) au lieu des quotients 

L^—i.*»- . jL^ Posons ensuite: 

^aV*'i^ *^ai *^ili *^i«^ ^8»/ 

On obtient alors des relations de la forme: 

\ 

Pour les valcurs spéciales wj = o, w.^ = o nous désignons les fonctions 
trunsformées par Al^, les quotients difFérentiels par A\'^{u\)q. 

Les 16 équations de notre systénie peuvent alors toutes étre niises 
sous la forme: 

(3) '^K\^u W2, ^, /, Ii) — 



\ 
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De ce systoiiie de i6 é((iiations on pcut iléduire un autre systeine 
de 15 cquations dont ehacurie a la forme: 

(4) ' lljrs\i\\,{u\, «;, /.•', ;/, /O al, (Wj, w,)-''al, (?/j, 2i,)-''al,,(//p wj'*aly,(wp «,)■'* 
— ^''^^^^»(^^ir w,)-''al,./?/^, w,)-al,^^(//p w,)-''al,Xw,, wJ^O = o. 

Imaginons, dans ces deux systemes d'équations, les grandeurs al^(Wj, u^) 
développees d^apres les puissances de 11^ et w.^. D'apres les observations* 
faites dans le paragraphe premier, les coeffieients, dans ce développeinent, 
sont des fonctions rationelles de *,^. De niéme imaginons les grandeurs 
al^(wj, t*2, k\ X, /i') développées d'apres les puissances de u^ et u^. Les 
coeffieients sont alors des fonctions rationnelles connues des grandeurs p« 
et des grandeurs M^ , M^ , M^ , M.^ . 

Proposons-nous enfin la menie operation avec la grandeur: 

^^5«^ '^\'> "^ni '^2^ O 

■ - 1 »■■ ■ i ■ ■■ ■ ■ I ■ I ■ ■ « 

Nous considérons, dans ce développenient, les coeffi(;ients connne inconnus, 
a Texception du menibre constant. 

En effet ils ne sont pas indépendants Tun de Tautre, mais nous 
faisons abstraction de cette dcpendance. Nous les désignerons par la lettre y. 

Si maintenant nous posons" les coeffieients de tous les menibres 
wf.?4j jusqu'aux inembres de 2r + i ordre inclusiv., ogaux entré eux, 
le systénie (3) donnera en tout (r + i)(i6r +22) cquations linéaires avec 

les (r + 0^ — ^ H inconnues y et .t,, et le systéme de 15 cquations 

donnera (r + 0(^5'' + -O équations linéaires avec les — —— inconnues j-,. 

Nous devrons toujours étre en ctat, en faisant croitre r, de repré- 
senter les inconnues coninie des fonctions rationnelles des grandeurs yj^, 0« 
et 3/^, ilf j , Afj, 3f.j. En niénie tenips on obtient autant de rapports 
rationnels que Ton veut entré les grandeurs dcsignées. 

De la se tire le 

Théorime. Tous les coeffieients que Ton rencontre dans la trans- 
formation de n'"'*" (Icirro sont des fonctions rationnelles des grandeurs 
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Kj Ö«> ^Iqj ^ij ^^2 1 ^^3- 0^ pci^t les rcprésentcr d'juitant de manieres 
que Ton veut. Entré les grandeurs que nous venoiis d'indiquer il y a ' 
par conséquent autant de rapports rationnels que Ton veut 

Cependant on peut encore réduirc le probléme. 

Pour cela nous déniontrons que tous les produits des constantes 
dcux. a deux peuvent s^exprimer comuie des fonctions rationnelles des 
grandeurs tf„ et 0«. 

En effet on sait que les carrés de toutes les fonctions théta peuvent 
sexprimer linda irement par les carrés de 4 de ces fonctions, entré les- 
quelles il y a une relation bicarrée. Nous choisissons les fonctions 



-^^hypiJ ^2; Ml) ^12 > ^22) ^b^iJ^bSply ^2 T M1J^I2) ^22} ^5 ^03^02 (^^J ^2> MlJ ^12; ^22 j 

^84^03^1(^1 > ^2> ^11 > *12> ^22} I ^34^23'5'34(^^J ^2 > ^11» ^12; ^22}' 



-^''0(^1 ' '^2> Ml> ^12? ^22) — ^ ^'IZ^M^bV^ly ^2) ^in M2> ^22) ^14^i3^02(^l> '^2> ^U » M2 > ^'oj) 

(5) + Öl0^3*i(^;, t;;, rn, r,',, r^,) — OJOJa^LW, t^i, ^1,, rj,, 4). 



v 



-^'^SV^^IJ ^2? ^11 J ^12) ^22) ^34^4^öV^l> ^3> ^11> ^12 > "22} ^Ö^M4^02V^J > ^2> ^11> ^12» ^22) 

— 0^,0?,*K^;, v',, T'n, r;„ 4) + (^OX(t;;, vi, r;„ 4, r«). 

isr = «,3 + 0J3. 

On obtieiit les ncuf autrcs expressions en substituant des deini-périodes. 
Iniaginons qii'on divise ces équations par öj(w, , v,)'" et qu'au lieu 

de ^^ /' — uJ- -i*JL_'_«j_ Qjj introduise leurs valeurs tirées du systéme 

primitif d'équations. Nous obtenons alors 1 2 équations linéaires avec les 
inconnues x^ . x.^. ]x»s coefficients, si on ajoute #„ et 0^, sont des fonctions 
rationnelles de al,, {ii^ , wj. En développant d'aprés les puissances de 
Wj et u^ on obtient alors iinmédiatenient le resultat demandc. 
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Mais si on peut don ner aux produits de toutes les constantet!, deux 
a deux, Texpression de fonctions rationnelles des grandeurs B^ et 0^, la 
méine eonséquence a lieu aussi pour les grandeurs Jf^, M^, 3/^, M^. 
En effet, .nous n^avons guére qu'a former les deux produite 

"'^(^IJ '^2> MIJ M2J ^22)'^02\^1> ^2> ^1' ^W ^w) 

et 

^öV^lJ ^2> MIJ ^12 > ^22)''^iV^l> ^2> Ml> ^12 > ^22) 

et a les difFérencier pour voir se vcrifier notre assertion. . YA nous arrivons 
ainsi au 

Théoréme. On peut exprimer rationnellement par les grandeurs 
&^ et 0^ toutes les constantes que Ton rencontre dans la Iransformation 
de n^"*'' degré, et d'aut4int de manicres que Ton veut. Il y a donc entré 
les grandeurs ?9^ et 0^ autant de rapports rationnels que Ton veut. 

Le nombre de ces relation peut d'abord etre auginenté par une 
transformation linéaire. En outre, a chaque transformation appartient 
une autre transformation supplérnentaire qui jointe a la premiére conduit 
a la multiplication. Supposons qu'on sen serve etqu'on tire les mémes 
conclusions que plus haut, on aura entré ?9^ et 0^ de nouvelles relations, 
qui en general seront différentes de celles qu'on a trouvées plus haut. 



§ 3. 

Il faut maintenant considérer d'abord plus en détail le cas r ^^ o. 
On est alors aniené pour les cas n =3 et ^^ ^^ 5 a la détermination des 
constantes et a la deduction M'unc serie de relations thcta. 

Soit d'abord ;* = 3. 

On a alors: 

(O Wi^ ^2, m'i, 4, 4) - rM\j v^y + x^f^.iv.y i^,)*jO;j, t',)' 

+ ^^Ai^\^ r,)«02('^' ^2)*;m(^1^ O- 
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Si, dans cette équation et dans les 15 équations que noiis obtenons 
en substituant des demi-périodes, nous posons v^ = v^ = o, nous obtenons 
les I O/ équations: 



OA = ^A + •^4*'*34, 



^03 ''o 3 ^i^^OS I •'^3'^03'^23> 



OA^^A — ^^A^n^ 



^zA* = ^i^l* + ^AA- 



^23^23 ^1*^28 ^3 ^'23 ''08' 



£^14*14 = ^i*^ + ^AA.- 



(2) o,H, = x,K + ^AKi + ^A^l + ^AA» + ^'A^oA^,,- 
<\^»o^ = ^Aoi — ^AA — xAAt + ^AA, — ^A^oi^A, • 

o,,Ä„ = ocAn + otAA, + o^AA^ + ^AA + ^AKA^i^- 



Ici on a pose: 



y, + a,-2 



S ^ (- I) 



En se servant de la transformation supplérnentaire on obtient, apres 
quclques conséquences aiixiliaires: 

(3) *5(wt\» ^^^) = ^MA^ ^2, Tn, ria, 4)' 

"I ^2'^öV'li ^'2? ^11> ^12> "^^V^iSPxj ^^2» Ml> M2> "22) 

"I ^3''ö(,^lJ ^2> ^lU ^12? *22)'^0 2(^1> ^2> MlJ M2> ^22) 

I ^4 '^5 (^17 ^2> ^11> ^12? ^22) '^34(^1 > ^2> Ml? M2> ^22} 

I •'^ö ^1 V^'l y ^^2 J M 1 J M2 J ^22) '^0 2 V '1 > ^^'-i ' Ml' ^12 > ^22} ''3 4 V^l > ^^2 > Ml? ^12 > ^22)' 



Des operations tres simples montrent que les lo équations ci-dessus 
restent invariables quand on pose :r^ au lieu de .r^, 0^ au lieu de i9^, et 
réciproquement. 
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Des équations on tire: 



(4) :r. =-- ?"*" - ^»'^» 



fH -<% 



3t 



(5) ,^=^«.,'Vj-o,v;. 



*4 • '\,i»* + '"J^) 






'I*», • *„('!'i. + %) 



(7) rr, = '^»''^ ~ ^"^ 



*»*„(*« - '>J) 



Tj est déterminé par une des quatre dernicres équations (2), par 
exeinple par la 7°. On en tire iminédiatcrnent les valeurs de x'^. 

On obtient en möme temps les relations trouvées par KoENKiSBEWiEU 

(8) (\A. + (K,n,, +eO,A. = OA 



OA + ^o,A. + o,A. =0A> 



puis los relations: 



^0^ + Ö„,«„ =:r,W + *J,) —xAL»h + ^r,*^*- 



»4 



= .'r;(OJ + OJO — rrJOJar^ + riO^O: 



34 



(9) 



^0*0 + OA-cr.^{K + Al) + .T,*I*?4 + •'r4*^^M 



= .^:(0J + 0^,) + :r;0J0?4 + x^Cm 



34 
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En différenciant on obtient ensuite les équations: 

(lO) 

e, ^ [Ai;, (M.;)oJlf,_, + AU,«)o3f,^,] = (rr,*^, + rr^C) al«(M,). 

6 

+ ^«*.*»4 all (««)o- 

s, §^[Ai; («;),iif,_, + ai;k).m,^,] = (a;,rfij + a;3#L) ai; Wo 

Dans ces douze équation» on a pose: 

., = (- I) ■' , . e, = (- I) - . 
On en tire immédiatement les valeurs pour M^, M^, M^, M^: 



S4''4''6 "'os 1« O"'!* 



/)2 /)«/)9 Q Q Q QiJp 
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On a en méme temps, d'apré8 le travail que Tauteur a publié dans le 
20* volume des Mathematische Annalen sur les équations de multiplica- 
teurs: 

fic\ MM MM— M—rf R ^ ' ^' ' ^^ ^oxf^xAAKA'\^ 

Apres cela il reste encore 8 relations entré les grandeurs #^ et 0^. 
Les resultats apparaitront plus nettement si nous introduisons les relations 
sui vantes: 

[AVM\M, + AK{u^,XM,] ai;(uj,- [AK{u[\M, + AU(t.;),M3 iai:^), = rf,. 
[AVM.M, + A\:(u',)M,]aV,{u,X - [AK{u[)M, + AK{u^,XM,]^V,{u,\=di. 

Les 12 équations ci-dessus prennent alors la forme: 
(i6) ^»^t "'o".é>' ' ^^»^' = ^A» = — ^A* =— £i<'o4 = — Mo, =«»rfi- 



5 • ^6 






4 • ^14 • ^6 • "'6 






4 • '14 • ^6 • ^6 



(17) 



«l"04 y-^^^n \ ^A^QZ) o o o /) 



o 

6 



«» 



o ■ I o o 

JO» ^/>> ja' _L -r JQ» ^ * ■ ^11 • '"oi • °^« • ^» 



5 • ''Si • -^6 • ^6 



En employant la transformation suppléinentaire on obtient un nouveau 
systéme de formules. On peut le tirer de celui qui précéde, en posajit 
rr^ au lieu de a:«, 0^ au lieu de #^, et réciproquement, 

4- 3^8 —3^, — 3J^, 33^0 
M ' M ' M ' M 
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respect au lieu de M^j M^j Af^ , M^y et enfin s, , s^ respect au lieu de 
Sj, Sj. En comparant on obtient alors les relations suivantes: 



3(- ^,*?4 + ^4*J) = N{x', 01 + x: OJO AAi_ . 
3{x^dl + xM = N{— x',Ol + <0J) AAl. 



SS • "'OS 



(,8) 



3{x,9l,-x,el) = Nix',01, + ^;0».)^ii^ 



SS • ^os 



rV. . *. 



i{x,dl + x^&l) = N{x',Ol + x',Oiy^- 



6 • ^34 



3(x,<>L + x,»l) = N{x',Ol + x',(^)^-^' 



8 «* 



On a pose ici: 






S4 • ^6 • ^OS • ^aS • ^4 • ^14 



On a ainsi un grand nombre de relations. On peut facilement en dé- 
velopper une partie, mais non pas toutes, avec les formules de Koenigs- 
BERGER. Cela vient de ce que les équations proposées par Koenigsberger 
sont valables pour les fonctions hyperelliptiques,^ tandis que quelques- 
unes de celles que nous avons données plus haut sont valables pour les 
fonctions théta. En employant la transformation linéairé on peut déduire 
une au tre serie de formules; toutefois nous n'en tenons pas compte. 

Nous prenons maintenant le cas n = 5. Pour ce qui concerne ce . 
cas on peut se reporter ä deux travaux de Tauteur, qui se trouvent 
dans le 16* et dans le 20* volume des Mathematische Annalen, ♦ 
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Nous posons: 



(19) 



^5\^l' ^2 7 ^117 ^12? ^22} 



+ ^Ak>^v ^itT^Mv *'»)' + ^i*.(^P »,)'*iK» »'J^o^K. %)h,K v,) 

+ ^»^»(^'l. ^J*0«(<'l' ^^YKk^^^ ^»)' + ^»""»(^P ^2)*34K» V»)'*i(«'l' ^2)' 

+ ^io*.K> v»)*iK' ^'^Yh^k^v ^^y + ^u*i(vi' ^J^^o^C^^i' ^,)*,iK» «,) 

+ ^,i*iK. »'J^ojK. ^,)'*wK. ^») + ^u*i(«i ^^jKjC^i» «'»)*.4(^i. v»)*- 

En substituant des demi-pcriodes, on a, apres quclques réductions 
faciles, les 10 équations:- 









o,;>K + OA, 



^0 »^.*.«(*j-%) 



oc 



c 






tr. 



0,»l-0,,öl 



»l.»m-K) 






V20; "T ^11 ,<i .<i Si SI I ^12 .«i U M M ^18 



*. • *o • *oi • *i« 



*, '^0 ^01 •*!» 



*, . *o • *ox • *i« 



I ^11 JU .y Ai Ai I *^12 Al ,Q AJ JU »^'IS 



*, .*o*oi*i* 



*,.*o-*oiA« 



*i*o*oi*u 



■t" ^11 Äi Äi ÄJ Äj T ^12 ^^ J^ ^^ ~^ ^ 



*, . *0 • *Q1 • *11 



*, .*(,.*oi-*i, 



^^*, .*o.*p,.*l, 
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Ces équatioiis font connaitre les constantes rr^, . . . , a^j^ , quand les trois 
constantes rc^j, x^^, x^^ sont données. 

En employant la transformation supplémentairc on trouve des ex- 
pressions analogues pour les grandeurs xl,. 

En différenciant on troiive d'abord, pour les* constantes ^n' ^n' *i»» 
les expressions: 

• ^ 

En méme temps on obtient les neuf relations: 



1 

33 



(22) rf,*?4— rfu^^^^^i^^n + rf^öJ 

— d,,&l, — d,,»l = (?„*?, + d,9l 

, . X , ^xi.9„. »,,.»,.&, 






(2 3) 



1*24 ^•*'5<^03 I •*'7^23 *^^'^2Z^QZ) ^ ^ . O . f^ 



23 • "OS • "^5 • ^6 



^*04 V^ ö ^28 T" »^7 ''OS "T ^^^9 ^^23^0^) ^ ^ . O . # 



o 



. /i 4 Q«-(|\ it • I 4 * 1 * 9 * I 



o 

5 • ''Si ^6 • "5 



^b ' ^S4 I *. 1 



__0 
5 
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En employant la transformation supplémentaire on obtient d'abord 
trois expressions analogues pour les grandeurs x[ij x[2j ^Is? pnis les trois 
relations: 

d,Ol + d,,Ol, = d,,Ol,- d.^O'^. 
(24) d,Ol - d^.^Ol = d^Ol + d,,Ol. 

— d,,0\, — d^.Ol, = d,,oi + d^Ol 

et enfin six expressions pour les grandeurs rff. En les coniparant avec 
celles qu'on a trouvées plus haut on obtient les 6 relations: 

5i:^s»U + ^r;i9l — x,»l»l) = N{xM + ^lOt, + rJOJ.OJ)-^ • 



4 • ^14 



SOr.^l + ;r,*|, + .r,fil»l) = N{x',0\, + .r',(j\ -x',OlOl)^^ ■ 



4 • "^14 



(25) 

V H 
5v^ö^23 I ^7^03 I •^sö^JsVoa) = riyX^Ul^ -f" '^7 ^23 """^ »^ 9 ^23 ^os) ^^ q 



«3 • "^08 



5{x,»l + xX + x^^mi) = ■^^(.^;0J + xMa + ^loÖ^O^O^Ö" 



5 • ""34 



S{xA + o:.^, + x,,ftlfQ = iV(r;Oä, + x;Oi + a^loOJO?,)^^ 



6 ' 84 



On tire de la les équations données par Tauteur dans le 20® volume 
des Mathematische Annalen: 

^ 1*34 *. "^ *.3 "^ *0, / " ''' [o;. O, "*■ 0.3 ^" 0„ j *3, . *, . *,3 . *„3 ' 



Sur la traDsformatioD des fonctioDS hyperelliptiquea de premier ordre. 
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De cette maniére les 13 constantes a;^, . . . , x^^ sont exprimées par les 
grandeurs Ä^, 0^, Jf^, Jfj, Jf,, Jfj, tandis que nous avons trouvé entré 
ces grandeurs mémes une serie de relations. Il n'est pas difficile, d'aprés 
ces relations, d'exprimer les grandeurs Jf^ , Jf ^ , Jlf, , M^ par les grandeurs 
i9« et 0^. Mais comme ces expressions ont une forme assez compliquée, 
nous ne faisons qu'indiquer la marche. 

D'aprés les équations que nous avons trouvées pour les grandeurs rf^, 
on peut déterminer immédiatement les rapports entré elles et Ton a: • 



(27) 






(AX» + oiXu + oi&i + OJ*; 



01»* 



01 '^84 



OUJ 



84 ^01 



Onol^, 



'09 *^28 



0««A 



28 ^08 



Öj^a — Ol^l -{- OJi^Jj + OJjiS, 



2 
01 



- OJ,/??, + 0»3#J3 - 0^.9?, - OJ*» - OX + (A»l- 0?,#?, + O],»], + OJ*»- OJ,*L 

O^i^U + ^84 ^2» 0^4*', 0J,*J4 OJ*' OJ*J 



Mais alors les rapports entré les quantités M^y M^y M^y M^ sont 
aussi déterminés immédiatement puisqu'entre elles et les grandeurs d^ il 
y a les relations: 



(28) 






KOi.»i.oi.&i.o 



d 



18 



rf.. = 



'2 4 



w^ • '-'4 



J»^3/i")- 



rf.. = 



04 



rf.. = 



03 



"'14 • ^14 • "'01 • ^01 • ^t • ^t ■ ^t8 • ^«t /Tlf 1 T|f »f Tlf \ 



*,4 • 0,4 



(itf,A' + Jtf,AU"" — 3f, — -MjA"). 
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La détermination des quotientg des grandeurs M d'aprés ces équations, 
n^est pas une seule. Il y aura donc en méme temps plusieurs relations 
entré les grandeurs Ä^ et 0^. 

Mais une fois connus les rapports entré les grandeurs -äf, on peut 
facilement déterminer les grandeurs elles méines. 

Par lä sent déterminés, pour la transformation de 5* degré, les 13 
coefficients et les grandeurs M^j M^^ M^^ M^ comme fonctions rationnelles 
des grandeurs #« et 0^, tandis qu'en niéme temps ori a trouvé une serie 
de relations entré les grandeurs i9^ et 0^ elles-memes. Par une träns- 
formation linéaire on peut encore accroltre considérablement le nombre 
de ces relations; mais nous ne nous en occupons pas. 



§4. 

La théorie des transformations a des rapports étroits avec la théorie 
des nombres. Je ne veux pas ici exposer en détail tous ces rapports, 
mais je me contenterai d'en signaler quelques-uns. Il faut montrer 
d'abord comment, par une méthode purement arithmétique, on peut 
arriver a des rapports entré les grandeurs Ä^ et 0^, puis comment on 
peut réciproquement tirer de ces rapports des conclusions relatives a la 
théorie des nombres. 



Si on pose: 



(O 



m = 



2% + I — (2j + I) 

4 

2i + \ + 3(2/ + I) 



on a réciproquement: 

(2) 



2^ + I = w + 3/£ 

2y + I = w — fl 



et: 



(3) (2i+oi+_3(5Lt_o: =. ^* + 3^^ 
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Si nous y joignoiis comme condition que m + /* ^st un nombre impair, 
il s^ensuit qu'a chaque systéme de valeurs m, fx correspond un systeme de 
valeurs entiéres 2i + i, 2;* + i. La réeiproque n'a pas lieu. Il faut que: 

2i + I = 2j + I (mod 4) 

pour qu on ait des valeurs entiéres /£ et m. Si done nous nous restreignons 
au oas oii m + /£ = i (mod 2), oii m et /£ aussi bien que i et j pareourent 
tous les nombres entiers, la forme: 

(21 + I)' + 3(2j + O* 



representera les mémes nombres que la forme m^ + 3/£' et chaque nombre 
représenté deux fois par Tune des formes le sera aussi par Tautre. 
Si ensuite nous posons: 

2W + I = Z + 3A 

(4) 

2V + I =1 — A, 

la méme chose sera vraie pour les formes: 

(2n + D' + 3(2. + I)' ^^ ^, ^, 

4 
En méme temps on obtient Téquation: 

(5) m{2n + i) + 3/*(2v + O = l{2i + i) + 3^(2/ + i). 

Par la, en supposant que w + ;£ = Z + A=i (mod 2), les deux series 
de puissances deviennent égales Tune ä Tautre: ^ 






(2n+l)« + 8(2v+l)« 



et 

(2< + l)2 + 8(2> + l)« 
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Mais si Ton pose: 



X = c'"'''", 



z = e*^^", 



y = e^'^««, 



on a pour le representant: 



(6) 



3000 
0300 



0010 



0001 



*4^4 — ^OS^OS 



Z (2n4-l)*+8(2v-H)^ 
^mH3/x« m(2« + l)+8.tt(2y+l)^ 4 



m«/t,n, v 



m + /i = I (mod 2). 



(7) 



1 



Ki^oi — ^a^i 



(sc + D^ + sca^ + i)» 



= 2 .^B^ ac . 



^,/(2f+l) + 8Ä(2> + l) „^+«A« 



A + Z = I (mod 2). 



(8) 



Par la on obtient pour le representant défini plus haut la relation: 



m 

Cest une des équations données par Koenigsberger. 
On a ensuite par une transformation linéaire, d' apres les relations 
données pour la transformation de 5® degré, Téquation: 

Si nou8 nous bornons au representant: 

5000 
0500 

O O 'I O 

0001 



> 



/ 
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cette équation peut étre écrite comme il suit: 

(_!)*((_ I y^_(_iy^i;C * ..«(2a+l)+6(2>9+l)+5(2c+l)>'+(2d+l)^^ 4 » 



a,h^c,d 









(2e-H)« +(2^4-1)' 5(2g4-l)^-t- (2>?+ 1 )* 

r)^; "* ^.öa(2a+l)+A(2/9+l)+(2c+l)-/+(2d+l>)^ 4 



"V ^,.3,,. ^(^<-+l)H5(2 ./-H)^ (2a + l)H5(2^4-l)^ ^ ^^ 

— g / ^ / jVV/ !)*__/ i\«)^ * <i(2a-|-l) + 56(2^+l)+5(2c + l)r+5(2d+l)J^ 4 



C X ^ f 1^*/^/ - 'J ' _ vy\ ^ ^ 4 5flf2<2 + n-l-Ä5r2^4-n4(2f + l)y4-«2(i + iyiJ . 4 



a, 6, c, d 



(2c + l)«4-5(2d-hl)- ö(2a+D2+5(2/S + D« 

/ j\*^/ j x'J / j vy\ ^'"' '^'"' ^ 4 5a(2a+l)+56(2^+l)4(2r + l)r+5(2d+m^' 



La discussion plus approfondié de cette équation fournit diverses 
relations entré les formes quadratiques: 

4w^ + 41;^ + m;^ -f 5^% 4w^ + i;^ + w;^ + 20^^ 
d*une part et: 

20ii^ -f 201;^ + 5?i;^ + 2^% 20w^ + 5^^ + 5ii;^-+ 42?^ 

d'autre part 

On peut établir de telles relations soit en attribuant des valeurs spé- 
ciales aux grandeurs a?, y, ^, ou en égalant les uns aux autres les coef- 
ficients des puissances de ^ a gauche et a droite. 

Prenons, par exemple, le coefficient de ^, nous obtenons Téquation: 

''^r^ 5(2c4-l)»4-(2d4-l)^ 

(II) 4Z^(-i)'«'' * y-+»+«+i 

a, 6, c, d 



= ~52((-0'-(-0")«'" 



^j, «(2r4_l)«4-fi(2d4-l)« 



4 a4-56 



a|6tC|d 
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Comme rexpression : 

4a« + 206' + 5(2c + 1)' + 5(2rf + i)' 
ne peut jamais étre congruente ä + 2 (mod 5), on a Téquation 



X(-0*«' 






4 ^ a + 6 + 2<l+l 



(12) 4Z^(-i)*«^ * y 

atbtCfd 



.,.+>«+ "'"^ "'+'"'+"' 



a,bfC,d 



i «-*«+» 



ou il faut étendre la somination a toutes les valeurs de a, &, c, rf, pour 
lesquelles les exposants de x sont congruents a + 2 (mod 5). Les resultats 
relatifs ä la théorie des nombres qui découlent immédiatement de ces 
équations et que nous n'étudierons pas en détail, ne pourraient pas 
s'obtenir facileinent par une méthode purement arithmétique. 

■ 

Rostock, le 17 Avril 1883. 



SUR LES SURFACES DU TROISIÉME ORDRE 



PAR 

C. LE PAIGE 

å LIÉGB. 



Nous nous proposons de développer, dans ce mémoire, les modes de 
construction de la surface du troisiéme ordre, définie par dix-neuf points, 
que nous avons fait connaitre fort rapidement dans deux notes insérées 
aux Comptes-Bendus. {^) 

La question que nous traitons nous parait assez neuve pour meriter 
peut-étre un accueil favorable des Géométres. 

En effet, les travaux de Chasles sur les courbes du troisiéme ordre, 
suivis des remarquables mémoires de MM. de Jonquiéres, Kortum, etc. 
ont permis d'aborder les constructions des courbes des degres supérieurs. (') 

Pour les surfaces, le champ parcouru est moins väste. 

Les constructions de la surface du second ordre, données par Hesse, 
Seydewitz, Schroeter, Steiner et quelques autres, sont, pensons-nous, les 
seules connues lorsque la surface est définie par la condition générale de 
la connaissance de points en nombre suffisant. (^) 

C) c. R. 2 et 1 6 Juillet 1883. 

(*) Dans cette voie, oq peut signaler d'intéressantes recherches dues å MM. Dewulf 

et SCHOUTE. / 

C) Ce n^est pas le lien de mentionner les modes divers de transformation qui 
laissent déduire, d'ane surface connue, des surfaces d^un degré supérieur: dans certains oas 
particuliers, cette méthode permet de résoudre le probléme de la description des surfaces'' 
et des courbes gauches. Nous signaleroni cependant, en particulier, les celebres méthodes 
de M. Cremona, certains mémoires de M. Saltel et des travaux r^cents et fort intéres- 
sänts dils å MM. YANé^EK. 

4ctQ mathematica. 3. Imprimé 8 NoTomb|re 1889. 
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Le caractére des méthodes de Hesse et de Schroeter est bien dif- 
férent. Tandis que la premiére s appuie sur les propriétcs de rinvolution, 
la seconde a reeours au mode de generation par les systcmes réciproques 
de MöBius. 

Cette derniére voie a été suivie par M. G. von Esciierich, professeur 
a Graz, dans deux ménioires ou il exposé un mode general de description 
des surfaces supérieures a Taide de systemes réciproques. (') 

Ces mémoires ne contiennent qu'une analyse suecincte de la méthode 
suivie et uhe indication rapide des resultats quelle permet d'obtenir, 
mais leur contenu nous révéle assez toute la fccondité du procédé em- 
ployé. L^auteur n6us y fait espérer qu'il publiera bientot des recherches 
plus détaillées. 

Peut-étre pourrons-nous mentionner les travaux que nous avons 
consacrés, depuis plusieurs années déja, aux courbes et aux surfaces des 
ordres supérieurs. 

Nous avons essayc de faire usage des méthodes que mettent a notre 
disposition les öystémes d'élcments formant des involutions et des homo- 
graphies d'ordres et de rangs quelconques. 

Simultanément avec notre savant ami, M. Emile Weyr, nous avons 
taché de développer cette idée des involutions, due au génie de Poncelet, 
ét dont M. DE JoNQUiÉRES a, le premier, montré, toute la valeur; nous 
avons, pour cela, résolu quelques uns des problémes fondamentaux que 
ces involutions présentent et obtenu ainsi des moyens qui permettent 
d'effectuer un grand nombre de constructions. 

Jusqu'a ces derniers temps, nous nous ctions bortic a faire connaitre 
Tapplication de ces procédés a la détermination des courbes du troisiéme 
ordre et du quatriéme, définies respectivement par neuf ou quatorze points: 
cependant il est facile de voir que le principe general permet de construire 
les courbes du n™° ordre, des qile Ton connait la construction de celles 
du (n— i)"*". 

Nous avons fait voir récemment que ces méthodes sont applicables 
aux surfaces. 



(*) Sitzungsberichte der k. Wiooer Akademie, Bd LXXXV, p. $26 et 893. Ces 
travaux nous étaieot ioconnus quand nous avons publi<^ notre méthode: nous los devons 
k une obiigeantc communication de M. v. Eschericei. 
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Cest ainsi que Temploi de Tinvolution et de Thoraographie du 
troisiéme ordre, conduit a une détermination fort rapide et qui, croyons- 
nous, n'est pas dénuée d'élégance, de la surface du second ordré. 

Les mémes principes ont été employés par nous, dans les deux notes 
signalées plus haut, ä la construction de la surface du troisiéme ordre. 

Cest ce dernier probléme que 'nous voulons exposer ici avec tous 
les développements nécessaires. 

Nous avons fait usage, comme nous venons de le dire, de Finvolu- 
tion et de Thomographie du troisiéme ordre et du second rang que nous 
avons étudiées avec détail dans des travaux antérieurs. (^) 

Les propriétés de Tinvolution doivent néanmoins étre exposées d'une 
maniére spéciale pour conduire le plus rapidement possible au but que 
nous nous proposons; aussi, pour ne pas interrompre plus loin notre 
solution, nous diviserons cette étude en deux parties. 

Dans la premiére, nous ferons connaltre les propriétés des cubiques 
gauches et planes, et nous résoudrons les problémes relatifs a ces courbes, 
que nous devrons employer. 

Nous devrons dgnc y reproduire quelques resultats diis a d'autres 
Géométres ou ä nous méme: néanmoins cette partie contiendra aussi 
quelques choses nouvelles. 



I. 

Nous considérerons, en general, comme supports des series de points, 
soit une conique C^, soit une cubique gauche JB^, en partant de ce fait 
que les points de ces courbes peuvent s'obtenir individuellement et que 
les points de C^ peuvent correspondre uniformément aux points de R^. 

Il en résulte immédiatement que pour définir une involution qua- 
dratique sur jRg, il suffit de construire tous les plans d'un faisceau dont 
Taxe rencontre -B3 . 

Cette simple remarque conduit ä la description d'une jRj par points. 

(*) Essais de Géométrie supérieure du troisiéme ordre (Liége 1882). 
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En efiFet, imaginons que Ton se donne, sur B^ , six points ABy A'B'y MM'. 

Les plans ABM, A'B'M se coupent suivant une droite x qui earac- 
térisera Tinvolution I\ définie par les deux couples. 

De méme ABMj ABM donneront une droite y. 

Soit a) = xy. 

Ge plan qui coupe déja B^ en Jlf , rencontre la cubique en deux points 
qui marquent le couple eommun aux deux involutions AB^ AB*] AR AB. 

Si nous faisons les constructions analogues en nous servant du point 
M% nous obtenons un plan o)'. 

O) et ö>' se coupent suivant une droite rf, toujours reelle, qui passé 
par les deux points communs aux involutions quadratiques. 

Tout autre point M" de B^ aurait donné un plan ö>" passant par d. 

En conséquenee, pour construire de nouveaux points de iZj, il suffit 
de mener par la droite rf, définie eomme il vient d'étre dit, un plan ö>", 

Ce plan o)" rencontre les droites AB^ AB' en des points C, D, et 

les droites AB'y AB en des points C", D'. Les . droites CJDy CU se 
coupent en un point M" de iZj. 

Cette constructioh de la cubique gauche, oonnue d'ailleurs, se justifie 
aisément par de simples considérations géométriques. 

Il est facile, d'aprés cela, de construire les elements doubles d'une 
involution donnée par deux couples AAj BB'. 

Il suffira, en effet, de construire le couple eommun aux deux invo- 
lutions défihies par les couples AB^ AB'\ AB'y AB: ce couple sera ainsi 
représenté par une droite reelle. 

Si les couples AAy BB' -étaient imaginaires, on pourrait employer 
Tartifice suivant. 

Par un point D de i2g, on méne une droite sappuyant sur les deux 

droites reelles AAj BR. Soit r cette droite. Tous les plans du faisceau 
r coupent R^ en des couples de Tinvolution donnée: il suffira donc de 
déterminer des couples réels de cette involution,^pour appliquer la solu- 
tion précédente. 

On peut encore se proposer de déterminer les elements unis de deux 
series projectives dont on connait trois couples AA^ BB'^ CG'. 
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Il suffira de chercher le couple commun aux involutions {AB', BA'), 
{ACj CA'): on pourra, comme on Ta vu, construire la sécante de iJ^, 
qui marque ce couple sur la courbe. 

Voyons maintenant eomment on peut résoudre, sur une »jRg , les prin- 
cipaux p/roblémes relatifs a une /2-(^) 

Tous les plans d'une gerbe P coupent B^ en des ternes de points 
qui appartiennent a une II. Chaque couple de points, pris sur B^, 
détermine avec P un plan, permettant de construire le troisiéme point 
du terne. 

D'un autre coté, une J3, étant définie par trois groupes de trois 
elements, caractérisera une gerbe, dont le sommet est le point d'intersec- 
tion des plans contenant les ternes de points. 

D'aprés ce que nous avons vu ces ternes peuvent étre composés d'un 
point défini individuellement et d'un groupe de deux points qui peuvent 
étre iuiaginaires. 

En effet, un couple de points peut toujours étre regardé coinme le 
couple commun a deux Jj, ou comme les elements doubles d'une JJ, 
ou comme les elements unis d'une H^: dans ces trois cas, nous avons 
appris a construire la sécante de B^ qui les cöntient. 

Gette sécante et le point donné suffisent pour déterminer un plan. 

Uinvolution II posséde un couple d elements neutres; ce couple est 
marqué par la sécante de iJg, menée par P, 

Or, pour construire celle-ci, il suffit d^observer que les elements 
neutres constituent le couple commun a toutes lés involutions quadratiques 
correspondant, dans une JJ, ä tous les points du support. 

Prenons, sur B^, des points ilf, itf; ensuite menons des plans 
PMAB, PMA'B\ M'AB, M'AB' se coupent suivant une droite M'X. 

Par PM, menons des plans PMA.B,, PM'A[B[. MA,B,, MA[B[ 
se coupent suivant une droite MY. PMY, PM'X se coupent suivant une 
droite PZ, qui est la droite cherchée. 

Il suffira encore, pour ce qui va suivre, de savoir déterminer un 
groupe de trois points, sur une iJg, sans construire les point individu- 
ellement. 



(*) Vois, sur ce sujet, divers mémoires dös k MM. Appell, R. Stubm et Em. Weyr. 
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Un groupe de trois points peut toujours étre regardé comme le 
groupe commun ä trois II. 

Or, nous pouvons détenniner les sommets des gerbos qui caractérisent 
les involutions données, et le plan des trois sommets scra le plan cherchc. 

Pour résoudre les • problémes que nous rcncontrerons dans la suite, 
il sera nécessaire de faire correspondre point par point une R^ a une droite. 

Or il est evident qu'un faisccau de plans, dont Taxe est une sécante 
de jRg , projette uniformément tous les points de la eourbe sur une droite 
quelconque. 

L'on aura souvent a définir les deux points d'intersection d'un plan 
avec une R^ , lorsque lon connait un point de R^ situé dans, ce plan. 
Ce couple peut étre regardé comme les elements communs a deux in- 
volutions quadratiques dont les axes, situés dans le plan, passen t par le 
point dMntersection connu ä priori. Ces involutions se déterminent aisé- 
ment, et, par un des problémes résolus précédemment, il est alors facile 
de construire la droite qui eontient les deux intersections inconnues. 

Gette détermination est nécessaire parceque, a Taide du mode de 
representation que nous venons d'indiquer, on pourra définir, sur une 
droite, les deux points d'intersection que nous avons caractérisés. 

On devra faire usage de ces procédés chaque fois qu'il s'agira des 
involutions JJ. En efFet tous les plans d'un faisceau coupent jBj en des 
ternes de points qui appartiennent a une involution cubique du premier 
rang. 

La détermination du* groupe commun a deux I\ permet, on le voit, 
de trouver sur R.^, les images reelles ou imaginaires des points oii une 
droite reelle rencontre une coniqaie. Il faudra, pour cela, établir la 
correspondance entré le points de iJ., et ceux de la droite, puis regarder 
la conique comme engendrée par deux faisceaux homographiquos. Ces 
faisceaux marquent sur la droite deux series projectives dont les elements 
unis seront les points cherchés. 

Le probléme n exige de considérations particuliéres que dans le cas 
ou la conique est définie par quatre points imaginaires (conjugués deux 
a deux) et un point réel. 

Soient D, D'; D, , 1)[ les deux couples de points imaginaires définis 
sur deux droites dy d^, et Äy \e point réel. 

Soit P Tintersection des droites d et rfj . 
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Il est facilc de construire les conjugucs harmoniques B et S de F 
par rapport aux deux couples imaginaires. RS = 2) est la polaire de P. 

FÄ coupe p en X et si Ii est le conjugué harinonique de A par 
rapport a PX, Ii appartlent ii la conique. Le pöle de AB est situé sur j?. 

Maintenant il est facile d^obtenir les points EF oii p rencontre la 
courbe. 

Si de EF on projetait tous les points de la courbe sur dy on ob- 
tiendrait uné involution dont les points doubles seraient D, D\ De meme 
pour rfj . 

Donc si de yl, on projette sur^> les involutions dont les points doubles 
sont D, />'; D,, D[, le groupe commun sera EF. 

Il n'est evidemment pas nécessaire de construire individuellement les 
points EF pour obtenir des couples de Tinvolution dont ces points sont 
les elements doubles. 

En projetant ces couples de A et /i, on obtient deux faisceaux pro- 
jectifs qui engendrent la conique. 

Nous pouvons maintenant aborder le problenie suivant: Construire 
les points d* intersection dhine droite avec iine cuhique définie par neuf points. 

Pour traitCT le problome avec toute la généralité dcsirable, nous 
supposerons que panni les neuf points, il y en ait liuit A, A'] B, 2?'; 
C, C; 7), D' définis par couples sur quatre droites reelles a, b, c, d. 
Soit F le neuviéme point. 

Nous supposerons d'abord que les quatre droites a, b, c^ d ne con- 
courent pas en F. 

Considcrons les cubiques décomposables 

a {FBBCC) , b{FAACC') , c[FAABE) . 

Ces cubiques marquent sur la* droite donnée /, trois ternes de points 
caractérisant une FL 

Nous pourrons toujours représenter ces ternes sur B^ , et cela a Taide 
de simples constructions linéaires: nous définirons donc aiscment le sommct 
de la gerbe qui caracterise Tinvolution. 

Si nous répctons les constructions analogues pour les groupes 
FAABBDD', FAA'CC'DD\ nous obtiendrons sur B^ deux autres I\ et 
le groupe commun aux trois I\ sera* le terne chercbé. 
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Dans les problémes que nous aurons å traitcr, il ne sera jamais né- 
cessaire de déterminer les points du terne individuellement: la connaissance 
du plan qui les contient suffira to u jours. 

Imagjnons maintenant que les quatre droites a, ft, c, d coneourent' 
au neuviéme point donné P. 

Prenons les conjugués harmoniques A^, Z?j , C\, D^ de P par rapport 
aux quatre couples AA' , BB' , CC\ DD\ (FA^B^C^IJ^) définit.une conique, 
polaire de P par rapport a la cubique ä construire. La tangente en 
P, PX, a cette conique est aussi tangente a la cubique. 

Il est facile, d'apres ce que nous avons vu, de définir, sur PX, les 
ternes de points marqucs par des cubiques passant par les huit points 
AABB'CCDB' en choisissant des neuviéines points P^ , P^ , . . . différents 
de P. 

Toutes ces cubiques marquent sur PX des groupes en I\, 

Cette involution a un poirit double en P. Il suffira de déterminer 
le point de ramification O correspondant: ce point de ramification est, 
sur la cubique a construire, le point tangentiel de P. 

On obtiendra aussi aiséinent le point tangentiel 0^ de O, par des 
constructions linéaires. A Taide de 0^ et des points donnés, on appliquera 
la premiére solution. 

Nous aurons encore ä nous poser la question suivante: 

Ffobléme II. Construire tme cubique passant par trois points donnés 
et appartenant ä un systéme triplement infini défmi par quatre cubiques données. 

Soient Cg, Cg, 6^, Cy les cubiques définissant le systeme et A, B, C 
les trois points donnés. 

Toutes les cubiques du systeme, passant par A, appartiennent ä un 
systeme doublement infini, qui sera caracterisé par trois courbes. 

On peut choisir pour cela les courbes passant par A et respectivement 
par les intersections de C.^ avec Cg, 67, C^'. Il est inutile de faire voir 
comment ces courbes pourront se construire: les méthodes exposées jusquMci 
suffisent amplement: nous pourrons observer d'ailleurs qu'il ne slagit que 
d'obtenir sur R.^ , les images des points oii une de ces cubiques est coupée 
par une-droite /. 

Ces trois cubiques définissent un systeme en II auquel appartient* 
la cubique cherchée. 
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Il suffira de compléter, dans rinvolution marquce sur BC^ le terne 
dont on connait les elements J5, C. Nous trouverons ainsi un point A, 

La repetition du méme procédé donnera autant de points de la 
courbe que Ton voudra. 

Au surplus, s'il fallait eonstruire' les intersections de cette courbe 
avec une droite quelconque Z, nous pourrions en eniployant successivement 
A^ J5, C, trouver sur I trois involutions I\j dont le groupe comrnun 
serait le groupe cherché. (^) 

Comme nous le verrons, il pourra étre utile de eonstruire d'une 
maniére continue une surface du second ordre: nous rappellerons rapide- 
ment la solution que nous avons fait connaitre. 

EUe repose sur les propriétés suivantes: 



I. Soient Ay B, C trois points 
d'une surface du second ordre S^ , 
(T leur plan. 

A, B, C déterininent trois plans 
tangents n, (i^ y qui se coupent en 
un point P. 

Les jonctions de P avec BC, 
CA^ AB sont trois plans a', yS', f. 



r. Soient a^ [i, y trois plans 
tangents a une surface de la seconde 
classe Zj, S leur intersection. 

aj /Sj y déterminent trois points 
de contact Ay By C qui se trouvent 
dans un plan co. 

Les intersections de w avec ^y 
fäy ÖL^ sont trois pointa A\ Ry C". 



(^) Si la coDRtruction précédente ne paraissait pas suffisammcDt justifiéc, le court 
raisoDDemeut suivant la démontrerait. 
Soit 

/C„ + /'C; + >i"C;' + /'"C;" = o, 

féquation qui définit le systéme triplement iofioi, et marquons par (Os)o le resultat de la 
substitution dans C^ des coordoDoöes du point A, 

On devrait donc avoir, pour toutes les courbes passaut par A , 

■^(C'3)„ + ?.'{€',), + /"(CV). + x"'(C;")„ = o. 

LéquatioD des courbes passant par A devient donc en éliminant Å: 

^'K(C,X - c,{V',k] + Ä"[c-{C,i - c,(C",')j t /"'[c;"(C,), - c,(c;").] = o; 

or la formc mOme de 1 équation de ces courbes suffit pour établir les coo.structioDS dont 
Dous avons fait usage. 
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apY, a'PY' son t deux tricdres 
homologiques dont /' est Taxc d'ho- 
inologic. 

Les jonctions des points de 6'^ 
avec les droites JSC, CA^ AB för- 
ment trois faisceaux qui coupent /' 
suivant trois ponctuelles en I\. 

II. Si Ton joint, de toutes les 
maniéres possibles, les cotés a, &, c, 
d'un triangle ii trois points PQIi 
d'une droite / non située dans le 
plan du triangle, on obtient six po- 
ints ^j , Jj , . . . A^. Ces six points 
sont sur une conique. 



ABC, AB'C' sont deux tri- 
angles homologiques dont / est Taxe 
d'homologie. 

Les intersections des plans tan- 
gents a Zj avee fifj ;rä, ö^ sont trois 
ponctuelles dont les jonctions avec / 
förment trois faisceaux en I\. 

II'. Si Ton coupe, de toutes 
les maniéres possibles les arctes a, 
hy c d'un triedre par trois plans öi, 
X, p menés par une droite /, ne pas- 
sant ])as par le sommet du triedre, on 
obtient six plans a^ , ol.^, , . , a^ tan- 
irents a un cone du second denré. 



A Taide des neuf points donncs, on construit ais6ment(') les trlédres 
OL^Xi ^?T ^^^^ ^' ^^^ questlon au théoreme I, et, par suite, la droite /'. 

Alors chaque point M de la surface, joint a /iC, iJA, AB donne 
trois plans qui coupent /' en trois points VQR de Tinvolution 1\, 

L'involution étant formée de groupes symétriques, on peut permuter 
de toutes les maniéres possibles les points FQll, sans ([ue les différentes 
permutations cessent de donner des points de la surface. 

On en obtient, de cette facon, six qui, d'aprés le théoreme II, sont 
situés sur une conique et, par suit<i, donnent une section plane tout 
entiére de la surface. 

Chaque point de S^ donne ainsi naissance a une section plane et il 
est bien facile de faire voir que toutes ces sections sont situées dans des 
plans passant par une droite fixe (la droite Z du théoreme II'). 

La construction tout a fait analogue s'applique aux surfaces de la 
seconde classe. 

Pour montrer comment on peut, par ce ])rocédé, construire autant 
de points, et par suite de sections planes, qu'on le veut, de la surface, il 
reste a faire connaitre la détermination de nouveaux ternes de Tinvolution 
marquée sur V. 



f (*) V. Ic8 notes quc tious avons publiées aux Bull. do 1 Acad. roy. de Belgiqiic, 
3™' serie, t. V (1883). 
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Or cette involution a évidemment pour poiots triples le point ou V 
perce le plan (t et ceux ou elle rencontre 8^. 

De plus, il est visible que le point de rencontre de V avec a et le 
point P, compté deux fois, constituent un terne de Tinvolution. En 
outre chaque point connu de la surface donne un terne de Tinvolution. 

On se trouve donc en présence de ce probléme: Construire des ternes 
(Ttme involution II dont on connait un point triple a^ , un groupe composé 
de öj et du point a^ conjugué harmonique de a^ par rapport aux deux autres 
points triples a^, a^, et un terne xyz. Dans le oas actucl, il se ra plus 
commode de supposer que les elements donnés sont représentés sur une 
conique 6^. 

Les tangentes a C^ en a^ et a^ se coupent en un point t. 

Si nous menons xt qui rencontre C^ en p, les deux droites äJ2>, yz 
se coupent en un point k. 

La droite tk est la hessienne des points triples. 

On est donc ramené a construire des ternes d'une I\ dont on connait 
un point triple a^ et les elements neutres. 

Soit, par exemple, x'y' un couple qu'il slagit de compléter. x't coupe 

Cj en p'. a^p' coupe tk en k' et k'y' coupe C^ au point cherché /. (^) 
Les constructions que nous avons exposées dans cette premiére partie 
sont toutes, on le voit, purement linéaires. 



II. 

Nous possédons maintenant tous les elements nécessaires pour aborder 
les questions relatives aux surfaces du troisiéme ordre. 

Comme on le sait depuis longtemps cette surface peut 6tre engen- 
drée par les intersections de trois faisceaux de plans, lies par une relation 
liomographique du troisiéme ordre et du second rang. 

Cette méthode, qui a été développée par M. August peut étre re- 
gardée comme un cas particulier de la seconde méthode de Steiner. 

~ ' " ' ■ ■ » ■ ^^ - m^ m . I ^— ^ ^ ■■■■■■!■ ■■»■- ■ ■ ■ 

(*) Pour justifier celte construction, voir nos E^sais de Géom. sup, du 3"** ordre, p. 8o. 



192 C. Le Paige. 

Soient X, F, Z les axes des trols faisceaux de plans: ces trois 
droites appartieiment a la surface. Uhomographie H\ étant caraetérisée 
par sept ternes, il suffira de connaitre sept points de la surface S^ pour 
définlr cette dernlére. 

Designens rcspectivement par fi^,C (i == o, i, 2, ... 6) les sept 
ternes de plans passant par les droites a;, y, z^ et par Å^ le point d'in- 
tersection des trois pl^ns d'un terne. 

Si par A^^ nous menons trois droites arbitraires %\ y\ /, les plans 
fn 7it C marquent sur ces droites des points X^, F<, Zi(^i= i, 2, 3, ... 6). 

Nous obtenons ainsi six plans X<y,Z, = ^i. 

Ces six plans y9< et les trois faces du triedre x'y'z* sont neuf plans 
qui caractérisent une surface de la secondc classe Z^. 

Tous les plans tangents a cette surface marquent sur .r'yy des ternes 
de points appartenant a une Hl. En effet deux points quelconques X^F^ 
définissent un plan tangent et par suite un point Z^. 

Or cette homographie sera identique avec celle qui est marquée, sur 
ces méraes droites, par tous les ternes de plans qui joignent les points de 
63 aux trois axes x, y^ z. 

Nous avons donc cette propriété: 

3)Si par un point A^ d'une surface du troisiéme ordre, on inéne trois 
droites arbitraires x^z' les ternes de plans qui joignent tous les points 
de la surface a trois droites de celle-ci, :r, y,. ^, ne se rencontrant pas 
deux a deux, marquent sur xy/ des ternes de points dont les jonctions 
enveloppent une surface de la seconde classe tangente aux faces du 
triedre xy/.i. 

En d'autres termes: 

Si un tétraédre se déforme de tdle fa^on que trois de ses faces passent 
par trois droites fixes, tandis que la quatriéme reste tangente ä un^ surface 
de la seconde classe H^ , et que trois de ses somniets parcourent trois droites 
concourantes formant un ttiedre dont les faces soient tangentes ä H^, le 
quatrienie sommet décrit une surface du troisiéme ordre passant par les trois 
droites fixes et par le sommet du triedre. 

Il résulte de la et de la construction que nous avons fait connaitre 
plus haut de la surface du second ordre ou de la seconde classe, que 
nous pourrons construire autant de points que nous voudrons de la surface 
du troisiéme ordre. 
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Chaque plan tangent a L, donne naissance a six plans tangents 
passant par un point fixe et circonscrits a un cone du second ordre qui * 
touche Lg. 

Par conséquent, nous pouvons observer que chaque point que Ton 
détermine de la surface S^ , donne naissance ä une courbe gauche G^ de 
genre o, puisque chacun de ses points correspond a un plan tangent du 
c6ne du second degré. 

Nous avons tantot signalé les deux droitos I et ?', ömployées dans 
la construction des surfaces du second ordre. 

Il est facile de voir que tous les cones dont il sagit ici ont leurs 
sommets sur la droite r et que, par suite, les plans des courbes de 
contact avec L^ passent par I, 

Lorsqu'un plan tangent de Z^ tourne autour d'une gcnératrice de 
cette surface, il ne cesse i)as de donner des points de 63 . D'aprés un 
théoréme de Chasles, les points correspondant aux différentes positions 
du plan tangent sont situés sur une cubique gauche E.^. Cette cubique 
passé par A^^. 

Nous pouvons observer que par chaque point de Z^ passent deux 
génératrices auxquelles correspondent deux R^ situées sur 8^. Ces deux 
courbes passent toutes deux par A^ et ont en outre un secand point com- 
mun correspondant au plan tangent détérminé par les deux génératrices 
des deux systémes. 

On obtient ainsi sur S^ , deux systémes de courbes R.^ qui jouent le 
niéme röle que les génératrices des deux modes de Z^. 

On voit qu'il serait facile de développer ce sujet, connu d'ailleurs. 
Nous pouvons faire une autre remarque. 

Si nous considérons les trois faisceaux de plans, dont les interscctions 
engendrent S^ , ces faisceaux marquent, sur une droite quelconque /, trois 
ponctuelles en Hl. Nous pouvons observer que dans chaque faisceaux 
existent deux elements neutres: les six plans ainsi déterminés förment 
deux triédres qui, outre les trois axes des faisceaux, donnent naissance ä 
six autres droites situées sur S.^. 

Lorsque la droite /, dont nous venons de parler, au lieu d'étre ar- 
bitraire, passé par les sommets des deux triédres conjugués, les plans des 
faisceaux x, y^ z marquent, sur /, trois series en 1 pour lesquelles les 
elements neutres des trois series colncident. Par suite, on a une involution I\. 
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Les points unis de cette JJ sont ceux oix I rencontre S,. 
* Supposons maintenant que Ton joigne Xj tfj z k un point M de S^; 

on obtiendra, sur /, un terne PQR de Tinvolution. Les éléinente d'une 
7J étant permutables, on pourra, en les joignant de toutes les maniéres 
possibles k Xy 7j, Zj construire cinq autres points de S^. 

En outre, il est possible de former avec les neuf droites des deux 
triédres six ternes de droites que Ton peut regarder comrae axes de trois 
faisceaux décrivant S^. Ces faisceaux marqueront également des /J sur 
I et ces II seront toutes identiques entré elles puisqu'elles auront les 
mémes points triples. 

Il en résulte que si Ton joint PQR aux droites d'un des ternes, on 
obtiendra six nouveaux points de 5^3. * 

En resumé, lorsque Ton connait deux triédres conjugués, chaque point 
de la surface permet d'en déterminer trente-cinq autres par de simples 
constructions de plans. Les points de S^ s'associent done par groupes de 
trente-six . 

Peut-étre un jour reviendrons-nous sur ce sujet: pour le moment, 
reprenons la question que nous nous sommes proposée. 
Nous devrons d'abord résoudre le probléme suivant: 
CafirStruira la sectiotiy par un plan queUonque^ d'une surface du troisieme 
ordre dont on cmnait trois droites et sept points. 

Or, rien n'est plus aisé, d*aprés ce qui précéde. 
En eflfet, soit cd un plan quelconque: ce plan est rencontre par 
Xy j/y z en trois points Aj 5, C qui appartiennent ä la section. 

Tout plan passant par x coupe cd suivant une droite m. Or, a ce 
plan correspond, dans fl', une flj facile a déterminer par ce que nous 
avons vu, et dont les plans correspondants engendrent, paf leurs intcr- 
sections, une surface du second ordre. Celle-ci coupe (o suivant une 
conique qui correspond a m. 

On obtient donc, sur lUy deux points réels ou imaginaires. 
Comme on le voit, la section est une cubique engendrée par la 
méthode de Chasles. Néanmoins, on peut en construire linéairement 
autant de points qu'on le veut, en faisant usage des procédés que nous 
avons indiqués au commencement de cette note. 

Mais il résulte encore de ce probléme que Ton peut, sans difficulté, 
trouver sur une i?, choisie une fois pour toutes, la representation du 
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groupe de trois points ou une droite I rencoritre ' la surface définie comme 
il vient d'étre dit. 

Il suffira, par /, de mener un plan ö>, puis d'appliquer la méthode 
de la page 187. 

Supposons maintenant que la surface soit définie par une droite, trois 
groupes de trois points situés en ligne droite et six autres points. 

Soit /j la droite donnée, 

PPP'y trois points situés sur une droite Z^, 

QQQ'j J> » » >^ > » ^3? 

BB! B!' 5) . )) » . » j) y> l^j 

et ABCBEF les six points donnés. 

Nous devrons construire les intersections d'une droite I avec une 
surface ainsi définie. 

Or considérons les surfaces caractérisées par les elements: 

\hj.^\ BB'B"ABGDj et appelons cette surface Ä3,. 
IJJ^, PPP'ABCD,'y> )) )) y> S'„ 

JJJ,] QQVÄBCD, » » » » Äi'. 

Ces trois surfaces sont détinies comme dans le premier cas; par conséquent, 
il est facile de construire les plans a, a', a" qui rencontrent la courbe B^ 
en des points representant les . intersections de ces surfaces par la droite Z. 

Les surfaces /Sg, 6g, 5J' définissent une I\ a laquelle appartient la 
surface a construire Zg et caractérisée par une gerbe G^ dont le sommet 
est donné par les plans a, a', a". 

En employant, au lieu de ABCDj les elements ABCEy ABCFj nous 
obtenons deux autres gerbes G\ G'\ et le plan GG'G" coupe B^ aux 
trois images des intersections de Z et de Zg. ^ 

S'il s'agissait d'achever la construction de la surface Z, , on pourrait 
mener un plan quelconque par un des points donnés, par exemple J^. 
Dans ce plan, et par J^, on ménerait des droites sur lesquelles on déter- 
minerait des öouples de points appartenant a Z3. Il sqrait aisé, en em- 
ployant un des problémes de la premiére parti e, de construire linéaire- 
ment autant de points qu'on le voudrait, de la section plane. En menant 
tous les plans de la gerbe F on achéverait la surface. 
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Nous aborderons maintenant cette autre question: 
Constniire une surface du troisieme ordre dont on connait une droiiey 
trois points en ligne droite et douze autres points. 
Söit /j la droite donnée, 

pppf^ situcs sur une droite Z^, 

ABCDEFGniKLM, les douze points donncs. 

Considérons les droites ?j , l^, AB = /g , CD = l^y et les six points 
EFGHIK, 

D'aprés ce qui vient d'étre dit, nous pourrons considérer ces ele- 
ments comme caractérisant une surface Ä,, et déterminer le plan a qui 
coupe jBg aux points-irnages des intersections d'une droite / avec S^. 

En employant successivemen t ^Cee/J, BB^l\^ et AB = V^' ^ BC=V^\ 
nous aurons des surfaces Äg, iSg', et des plans a', a". 

aa'a" donnent une gerbe G^, 

Si au lieu d'employer EFGHIK, nous employons successivement 
EFGHIL, EFGHlMy nous aurons de méme des gerbes G\, G[' . 

Le plan G^G[GW marquera, sur iig, les images des intersections de 
I avec la surface a construire. 

S'il fallait achever la surface, par le point M par exemple, nous 
ferions passer un plan; dans ce plan, et par iH , nous ménerions des droites 1. 

\Le probléme qui vient d'etre résolu permettrait de définir, sur une 
de ces droites Z, les deux autres intersections de la droite avec la surface 
cherchée: alors, en agissant comme plus haut, on achéverait la section 
plane et, par suite, la surface. 

Nous somines maintenant amené a cette autre question: Comtruire 
une surface du troisieme ordre dont on connait hois points en ligne droite 
et seize autres points. 

Soient BBR" situés sur une droite I, et ABCBEFGHIKLMNOPQ, 
les -points donnés. 

En considcrant \ comme une droite de la surface, AB = l^ comme 
une seconde droite contenant trois points de la surface et les douze points 
CDEFGHIKLMNO, on 2)eut, par le probléme précédent, construire une 
surface S.^ définie par ces elements. 

On sait donc déterminer, sur une droite I quelconque, les points o\i 
S., rencontre cette droite. 
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D'autre8 combinaisons des mémes elements donnent des surfaces 
iSs, Äi' qui avec S^ définissent un systeme en II. 

A ce systeme appartient la surface cherchée Z,. 

On voit qu'il suffit de repeter les raisonnements que nous avons 
faits déja: en efFet, en rempla9ant successiyement, dans les elements 
caractéristiques, O par F et Qj on obtiendra deux autres systémes en JJ. 

Nous arrivons finalement ä la question qui fait Tobjet principal de 
ce travail: 

Construire une surface du troisiéme ordre dont on connait dix-neuf points. 

Soient RRR^ÄBCDEFGHIKLMNOPQ les dix-neuf points donnés. 

Désignons par /' le groupe formé des seize derniers points et con- 
venons de représenter par (J" — X . . . + F . . .) le groupe obtenu en 
retirant de F un certain nombre de points et en y ajoutant d'autres. 

Alors en prenant successivement des points S^ S' situés sur les droites 
AB = l,; CD = l[, les elements 

h, {r—AB + RR), 

déterminent, par le probléme précédent deux surfaces S^y SJ caractérisant 
un systeme en /J auquel appartient la surface a construire Z, . 

Si maintenant par Ä", on fait passer une droite Z, il sera possible 
de définir, sur cette droite, les deux points réels ou imaginåires oii / 
rencontre S^. 

Si Ton fait pivoter I dans un plan ö>, on trouvera, par les problémes 
de la premiére partie, a Taide de constructions linéaireSj autant de points 
que Ton voudra de la section faite par cd. 

On peut aborder le raéme probléme d'une fa9on différente. 

Nous supposerons encore que Ton ait résolu le premier probléme, 
c'est-a-dire que Ton sache déterminer une surface cubique dont on connait 
trois droites et sept points. 

Alors se presentera cette question: 

Construire une surface du troisiéme ordre dont on connait quatre groupes 
de trois points en ligne droite et sept autres points. 
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Soient 

PPP\ trois points situés sur uiie droite Z^, 
QQQ\ y> y> )))))) yi l^, 

Ä5'S", a> D » )) » ); /^, 

et ^j^j^gJlZJCZ) sept autres points. 

Les trois droites /j , J.^, l.^ et les^ sept points SS'S"AIiCD, déterini- 
nent une surface S.^. 

De méme l^, l^, /^, BR'B"ABCI) déterminent une surface Sg. 

On aurait, par les deux autres combinaisons des memes elements, 
deux surfaces Sg', 8'^'\ 

Ces surfaces coupent le plan (o = A^A,^A,^ suivant quatrc cubiques 
planes C\, C',, 6V, 67'. 

Il suffira de construire la cubique appartenant a ce systéme triple- 
ment infini et passant par A^A^A.^, pour avoir la section de la surface 
a construire Zg par le plan m. 

Pour aborder les questions suivantes, il sera nécessaire de savoir 
construire les intersections de Lj, et d'une droite quelconque 1. 

Or, si nous prenons sur cette droite I deux points quelconques X, Fj, 
ces deux points, joints ä Z^ , l^y l^, l^, ABCDA^ , perniettront de construire 
une surface S^ et par suite de construire le troisieme point Z^ oii I 
rencontre S^. Cette construction est lincaire. 

o 

Nous pourrons, de cette fac^^on, obtenir sur /, une involution II carac- 
térisée par les surfaces définies par les elements donnés sauf -4^, A.^. 

En employant successivement A^ et A,^ , au lieu de A^ , on obtiendra 
trois II sur I et le groupe commun a (;es trois involutions marquera les 
intersections cherchées. 

Il est bien entendu quMl ne s'agit encore une fois ici que de con- 
struire un plan qui, par ses intersections avec B^, représenterait les points 
dem andes. 

Nous pouvons maintcnant aborder dircctement ce probléme: 

Construire une surface du troisieme ordre dont on contmit trois points 
en ligne droite et seize autres points. 
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Söient les points PFP' situés sur une droite \ , et 



ABCDEFGHIJKLMA^A^A, , 



les seize autres points. 

En combinant tons les elements sauf les derniers A^A^A^ de la 
maniére sui vante: 

\, AB = l^, CD = l^, EF=l^, GHIJKLM, on obtient par ce qui 
précéde une surface S^. 

D'autres arrangements de ces niémes elements donnent des surfaces 

On peut toujours obtenir les intersections de ces surfaces par une 
droite Z, c'est-a-dire, si Ton peut s'exprimer ainsi, on peut toujours ob- 
tenir virtuellement la section d'une de ces surfaces par un plan ai. 

Si Ton choisit pour plan o) le plan A^A^A^ , il faudra, dans ce plan, 
construire la cubique d'un systéme triplement infini passant par -4^-4^-43 . 
Gette section pourra toujours s'obtenir effectivement. En d'autre8 termés 
on construira linéaire^nent autant de points qu'on le voudra de la section. 

Si lon veut déterminer les intersections de la surface, définie par 
les dix-neuf elements donnés, et d'une droite I, il faudra opérer comme 
pour le probléme précédent, c'est-a-dire remplacer les points A^A^ par 
deux points X^ Y^ situés sur /. 

De cette maniére, on trouverait un point Z^ . La suite du raisonne- 
raent n'a besoin d'étre développée. 

Nous sommes ramenc, on le voit, ä Tavant dernier probléme traité 
par la premiére méthode. 

Il n'c3t donc pas nécessaire d'aller plus loin. 

Nous croyons avoir, dans ce mémoire, justifié entiérement toutes les 
assertions contenues dans nos deux notes insérées aux Comptes-rendus. 

En effet, nous avons fait voir que Ton peut, étant donnés dix-neuf 
points dans Tespace, construire linéairement autant de points qu^on le veut 
d'une section, faite, dans la surface cubique définie par ces points, par un 
plan qui passé par un des dix-neuf points donnés. 

Les constructions que nous avons indiquées sont malheureusement un 
peu longues: bien que, dans un sujet ainsi coinpliqué, il paraisse difficile 
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d'obtenir des resultats tres-simples, nous espérons que quelque Géométre, 
plus heureux, parviendra ä une méthode plus facile. 

Quoiqu'il en soit, nous osons espérer que ce travail ne paraitra pas 
dénué d'intérét. 

Peut-étre nous sera-t-il donné de reprendre cette question et d'aborder 
certains oas particuliers qui mcritent d'étre examinés. 

Aerschot, le 20 Septembre 1883. 



EIN NEUER BEWEIS 

Ft)R DIE RIEMANN'SCHE THETÄFORMEL 



VON 

F. PEYM 

in WOrZBURO. 



Ill einer vor Kurzem erschienenen Arbeit(^) habe ich eine von Rie- 
MANN herrQhrende fundairientale Thetaforinel aufoestellt und bewiesen. 
Der dort gegebene Beweis war von mir im Jahre 1865 auf die Anregung 
Riemann\s hin verfasst worden, und ich glaubte denselben trotz einer 
gewissen ihm anhaftenden Schwerfalligkeit aus historischen Grftnden mög- 
lichst unverändert niittheilen zu sollen. Einen zweiten, kttrzeren Beweis 
derselben Formel, der ebenso wie der erste auf functionentheoretischen 
Betrachtungen beruht, habe ich dann spater im CiiELLK^schen Journale(^) 
veröfifentlicht. Beiden Beweisen ist indess der Vorwurf zu machen, dass 
sie das innere Wesen der Formel nicht zum Ausdrucke bringen, insofern 
als bei ihneii in Folge .der angewandten functionentheoretischen Betrach- 
tungen und der dadurch bedingten Anwendung der Methode der unbe- 
stiinmten Coefficienten der directe Zusammenhang zwischen den beiden 
Seitcn der Formel vollstAndicr verboro^en bleibt. Einen Einblick in das 
wahre Wesen der Formel gewinnt man mir, wenn man zur Ableitung 
derselben das, zuerst von Jacobi (^) im speciellen Falle der elliptischen 



(*) Uotersuchungen Uber die KrEMANN^sche Thetaformel und die KiEMANN^Hchc 
Charaktcristikentheorie. Leipzig 1 882, Teubncr. 

(*) Kurze Ableitung der RiEMANN^schen ThetÄformel. Crelles Journal Bd 93, p. 1 24. 

C) Jacobi, Thcorie der elliptischen Funetionen, aus den Eigenschaften der Theta- 
reihen abgcleitct. Gcaaminelte Werke, Bd I, p. S^S- Berlin l8^l, Reimer. 

Acta maihemaHca. .S. luiprimä 9 Octobre 188:1. 20 
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Functioncn angewaiidte, Princip der glc^ichzeitigen linearen Transformation 
der Variablen und der Sumniationsbuchstaben zu Grunde legt und damit 
das Princip der Einschiebung eines Factors verbindet, der, von ahnlicher 
Wirkung wie der DiRiciiLET^sche discontinuirliche Factor bei bestimmten 
Integralen, die nach geschehener Transformation eingetretene Beschränkung 
der Summation aufzulieben gestattet. Der Ausföhrung dieses Gedankens 
sind die folgenden Seiton gewidmet; dazii mag aber schon jetzt bemerkt 
werden, dass die Anwendbarkeit der soeben charakterisirten Methode 
keineswegs auf die RiEMAXN^sche Thetaformel beschränkt ist, dass vielmehr 
die beiden obenerwähnten Principe in ihrer Verbindung von weitgehendster 
Bedeutung fftr die Theorie der allgemeinen Thetafunctionen sind, insofern 
als man mit ihrer HlUfe auf ebenso natUrlichem als elementarem Wege 
eine Ftllle der wichtigsten Thetaformeln ableiten känn. ' 



1. 

Den Ausgangspunkt fftr die Theorie der allgemeinen Thetafunctionen 
biidet die |>-fach unendliche Reihe: 

wii«=t4.oo mp=-\-eo ,u — p ft'--p /t = P 



iHi = — Qo tnp ~ — 00 



V " "/'« • 



bei der die hp{p + O Constanten a^„. nur der fttr die Convergenz der 
Reihe nothwendigen und hinreichenden Bedingung, dass der reelle Theil 

von ^^a„,^' mm, ^' wesentlich negativ sei, unterworfen sind. Betrachtet man 

w, , . . . , Wj, als unabhflngig vcTänderlichc Grössen, so stellt diese Reihe 
eine einwerthige und fUr endliche tv auch stetige Function der complexen 
Verilnderlichen it\, ..., Wp dar, welche den Gleichungen: 

/V(/r, I . . . I ?tv + ;r/ 1 . . . I tVj) — ff{u\ \ , . ,\ii\\. . ,\ tVj), 

(w=^ 1,2, ...,/>) 
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genftgt. Erftillt uingekehrt eine einwerthige uiid fftr endliche w auch 
immer stetige Functioii f(;w^ \. , .\Wj) der complexen Veränderlichen 
tv^, . . . , Wj, die Bedingungen: 



f{2V^ \> ' '\ iv^ + t/ I ... I IVp) = f{iV^ \, . .\u\,\. . .\ Wj) , 



(y = l,2,...,i>) 



f{ii\ + a„ I iv.^ + a^,\...\ IV j, + a^,) = f{tv^ \u\\...\ iv^) e 



— 2iP^— fl^ 



SO känn sie sich von der Function 9{ii\ | . . . | iv^ nur iiin eineii von den 
sämnitlichen Grössen iv unabhängigen Factor unterscheiden. 

Aus der Reihe {^{iv^ | • • • | ^^i) entsteht diirch Verallgemeincrung die 
Reihe: 



^ly/^^eV-K"''!---'"'") 



m,= + oo wip = + Qo fi^p fi'^.p , e \ / £ ' 






/x-l/t' = l 



%i''*i)i-"*'^') 



bei der die s, s' beliebige ganze Zahlen bezeichnen sollen. Die dadurch 



definirte neue Function ?9 



*' r (?^i I . . . Wj) ist dann mit der ursprling- 



lichen Function 8{w^ \. . .\Wp) verknftpft durch die Gleichung: 



*le- '.'.'.l'}^''^\---h^-^{''^ +!|^'*'."+1-^* 



.,,.\w. 






X e 






und geht, wenn die Grössen s, e' samnitlich den Werth NuU annehmen, 
in dieselbe fiber, d. h. cs ist: 



*[o:::oJki---|'^/>) = *("'i 



w,). 
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ui:s[)riinglichc gent^gt die allgcineinere Functioii den 



!_£ j ... £ p I Le j . . . c pj 



(w»l,2,...,f) 



* fy • ■ • y^"'' + "•'!••■ I '"^ + v) = * [e' . ' ' y^"'» I • • • I '^'^ ^ 



— 2uj^ — a^ — £ ^Td 



wolchc sie zugleich bis auf einen von den Variablen m;, , . . . , w^ freien 
Factor bestimmen. 

Das Symbol I ' f wird die Charakteristik der Thctafunction 

genannt und soll, wenn dadurch kein Missverstilndniss zu befiirchten, 

abgekttrzt durch r, , noch einfacher durch [ej bezeichnet werden. Ferner 

niöge es erlaubt sein, wenn die Ausdrttcke fttr die Arguinente einer Theta- 
function sich nur durch untere Indices untersc^heiden, hinter dem Func- 
tionszeichen nur den allgemeinen Ausdruck fttr die Argumente, mit 
Weglassung des Index, in doppelte Klammern eingeschlossen zu schrciben, 
also: 

&\l]{{w)) statt 9\l]{w^ I ... I w,), 

und entsprechend ein Grössensystem ii\ \w^\, . ,\ Wj, einfacher durch {w) 
zu bezeichnen. Bezeichnet man dann endlich noch das System: 



^''^^ X X ^^'* X X 



ii=i 



n=l 



wobei unter den x, / ganze Zahlen zu verstehen sind, symbolisch mit 

(w+ ^ j, so ergeben sich durch Betrachtung der die Function #rJ((M?)) 

definirenden Keihe leicht die im Späteren zur Anwendung kommenden 
Rehitionen: 
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'■^)»\!e]{^+\l'\)=€'tl¥"^^ 



fl = p fi'=p fi = p / • X \ 

/1=1 ;*' = ! "* fi^l \ ^ * / 



(«-) 41', :::c.± =:::y«'"» ^(- ■)'-4I',;::l'.;::y<«'»> 



(»^ = 1,3 



(C) 



w = p 

£•.. 



4'e-, :::!■,]'-"'» = (- ""'"4'', :::?>»• 



aus denen fQr ganzzahlige A, A' noch dic Formel: 



(^) ^e-J^ + la^D^^HW)^ "-'"•- 






folgt, Die Gleichuiigen (BJ, (Bjj) zeigen, dass im Gaiizen nur 2^^ Avesent- 

lich verschicdene Fuiictioneii i9|^ ((w;)) existiren; als Repräsentanten der- 

selben könneri diejenigen 2^^' angesehen werden, dereri Charakteristikeii nur 
die Zahlen o, i als Elemeiite enthalten; Charakteristikeii von diescr Art 
sollen Normaleharakteristiken genannt werden. 



O . 



Unter u'l\ . . . , 4^>; uf, . . . , <>; <>, . . . , <>; é^\ . . . , <> sollen 
vier Systeme von je y beliebigen Grössen verstanden werden. Biidet man 
dann das Product der vier in der Form: 



l5/((2W<^>)) = 



1 ^ r ; 



e 



2^ 2^ V"*/t "*/*' + "^ 2^ *"/t "/t 



1 I» 



oc 
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enthaltcnen, den Werthou v = i, 2, 3, 4 entsprcchenden Functionen 

Ö((2<t<")), *((2M<''")), #((2w*=")), »{{2u^*)), SO crhalt man zunächst: 



(F) 



— 00 , ...,-^00 




e 



H ((2M<'>)) Ö ((2 «<••")) 6» ((2 m"')) # ((2?i<^>)) 






wobei die Summation auf der rechtcn Scnte in der Weise auszufQhren ist, 
dass jede der 4p Grössen m unabhängig von den anderen die Reihe der 
ganzen Zalilen von — co bis + co durchlauft. v 

II) die rechte Seite der Formel (F) sollen jetzt an Stelle der Grössen 
m^^y u^^ allgemein, d. h. för /i = i, 2, . . , ^ p, neue Grössen /^,^, i;,,, ein- 
geftthrt werden, welche mit denselben verknupft sind durch die Glei- 
chungen: 



,(2) 



,(3) 



,(4) 



(1) 



,(1) 



.»AV 



,(3) 



<' + <' + <' + <' = 2<', <' + <' + <' + K 



r(4) 



21 



„(1) 



> y 



ni)y + m): 



(•2) 



w 



(8) 



/H<^> -^ 0^(2) 



*m(J) 



(3) 



,(4) __ 



,(3) 



'<^ — w;:'> + w;;^> — m)y = 2w5f^ 



.,.(1) 



.i/3) 



<^ + <^-< 



// 



(4) 



2 i; 



(2) 



/* ' 



?i 



(1) 



'i 



<' + M 



(») 
.'t 



<> = 2<>, 



,(l) 



(3) 



.(4) 



i(4) 



<' — rfi)r — <' + <' ^ 2«);^ 









„«) ._ -,„<4) 



<'+wr-2ir. 



öder auch durch die damit Hquivalenten Gleichungen: 



<^ + <^ + <^ + <^ = 2<>,. 



.,,(1) 



,(3) 



(4) ^,/l) 



<' + <' + <' + <' = 2«r, 



(SO 



(2) 



,(3) 



<> + <^-< 



<^=2m<?>, 



n 



(i) 



.'* 



<^ + >i! 



(3) 

'4 



;? 



(4) 



2 m 



(3) 



<^ + <^-<^-<^=2<>, 



V 



(l) 



'« 



<> + 1^: 



(3) 



y(_4) ^ 2M"> 



H 



> > 



W 



O) 



!X 



w 



(2) 



.(4) 



(4) 



< + ^/i?>=2<, 



i; 



d) 



,(3) 



.3,(4) — 



r(4) 



t^'-<^ + <^=2<>. 



In Folge dieser zwischen den Grössen m und n wie zwischen den Grössen 
u und t; gesetzten IW.iehungen wird das System linearer Gleichungen: 
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^O) + a;(2)_^(3)_^^(4) _ 2^^)^ 

a;0) _ a;<^) + a;^^) _ a;(*) = 2y«>, 
>i;(l)_a;(2)_a;(5<) + ^(4) _ 2y(4)^ 

erfftllt, wenn man allgemein, d, h. för v = i, 2, 3, 4: 

i) x^"^ durch m^^^ und gleichzeitig j/"^ durch n^^\ 

2) oj^*'^ durch mj,".^ und gleichzeitig y^"^ durch w),*'.\ 

3) a:^"^ durch t*^,"^ und gleichzeitig t/^"^ durch vj^"^ 

ersetzt. Dasselbe System wird daher auch erfdllt, wenn man 

4) rr^'^ durch m]^^ + m^^) und gleichzeitig y^'^ durch wj^^ + w^;\ 

5) .'T^*'^ durch mj;^ + wj;^ und gleichzeitig ^'^ durch n]"^^ + ^'/r^ 

ersetzt. Nun folgt aber aus dem obigen Systeme: 

und es bestehen daher entsprechend den fönf soeben aufgestellten Lösungen 
die Gleichungen: 

«> + <y + .... + «' + <>)' = K'> + <0' + ...• + «' + "r)% 

aus denen durch passende Verbmdung schliesslich die Gleichungen: 

<*<> + »«r<- + <'<• + <'<•' = <'<• + <'«;?' + «r<-' + <'<^^ 
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hcrvorgehen, die fnr jedes /i und // von i bis p gelten. Mit Httlfe dieser 
beideri Gleichungen känn man nun auf der rechten Seite der Formel (F) 
die Grössen m und u durch die Grössen n und v ersetzen und erhalt 
dann die neue Formel: 

(F, ) t? ((2«<^>)) » ((2 W<1 n i2é'^)) » ((2 W<*>)) 

/*»P !l'=P H = P 

2^ 2^ ^/Vc' V"/t »a- + • • • + «/! «/*• j + 4 2^ [n^, v^^ + . . . + »,4 r^, ) 
/i-l /i'-l /i- I 

n 




7 



wobei jedoch die Art und Weise, wie ftber die Grössen n zu summiren 
ist, noch einer näheren Bestimmung bedarf. 

Bei der Ausftthrung der auf der rechten Seite der Formel (F) an- 
gedeuteten Summation tritt im allgemeinen Gliede an Stelle des Systems 
der vier einem beliebigen Index /i entsprechenden Grössen: 

<>, <>, <>, •<> 

jede Variation zur vicrten Classe mit Wiederholung, die man aus den 
ftberhaupt existirenden negativen und positiven ganzen Zahlen als Ele- 
menten bilden känn, und entsprechend muss daher bei der Ausfllhrung 
der auf der rechten Seite der Formel (F,) angedcuteten Summation — 
da das allgemeine Glied dieser Summo aus dem allgemeinen Gliede der 
auf der rechten Seite von (F) stehenden Summe durch Einftihrung der 
Grössen w, v unmittelbar erhalten wurde — an Stelle des Systems der 
vier Grössen: 

^/^) ^(2) ^i(3) .»(<) 

jedes System von Werthen und jedes nur einmal gesetzt werden, welches 
sich daftir aus don Gleichungen (S) ergibt, wenn man darin an Stelle des 
Systems der Grössen m die genannten Variationen treten liisst. Die vier 
irgend einor solchen Variation entsprecheilden Grössen: 

2n)l\ 2n^\ 2n]f\ 2n]t^ 

w 

ind aber, wie die (Jleichungen (S) zeigen, entweder sammtlich gerade 



Eio ncuer Bewcis fUr dic RiomaDn sche Thctaformcl. 209 

oder sämmtlich ungerade Zahlen, und entsprechend sind daher die vier 
Grössen : 

<', <, <, <' 

entweder sämmtlich ganze oder sämintlich halbe Zahlen, wenn man unter 

einer halben Zahl eine in der Form g + -j wo g eine ganze Zahl be- 

zeichnet, darstellbare Zahl versteht. Fttr das System diescr vier Grössen 
n känn aber weder jode aus den ganzen Zahlen, noch auch jede aus den 
halben Zahlen als Elementen gebildete Variation zur vierten Classe mit 
Wiederholung auftreten, sondern es können, wie die Gleichungen (S') 
zeigen, von allén diesen Variationen nur diejenigen auftreten, fttr welche 
die vier auf den linken Seiten der Gleichungen (S') vorkommenden Ver- 
bind ungen: 

< + nf + nf + <>, <> + n<" - <> - <>, 

Sämmtlich gerade Zahlen sind. • Diese Bedingung ist, sobald die vier 
Grössen n sämmtlich ganze oder sämmtlich halbe Zahlen sind, immer 
erfttUt, wenn wj*^^ + wjf^ + w> ^ + *^?^ eine gerade Zahl ist. Da aber auch 
umgekehrt die Gleichungen (S'), sobald man in ihnen an Stelle der vier 
Grössen: 

irgcnd vier ganze oder irgend vier halbe Zahlen sctzt, fttr welche 
'^^^^ + ^^r + ^*Jf^ + ^/i^^ eine gerade Zahl ist, immer fttr die vier Grössen: 

<>, m<«, mf, mf 

vier bestimmte ganze Zahlen liefern, und zwei verschiedenen Systemen 
von Zahlen wj/\ n^^^ ^ nf^^ wjf^ stets zwei verschiedene Systeme von Zahlen 
m^^\ id^\ mjf , m^!^^ entsprechen, endlich die angestellte Betrachtung fttr jedes 
fl von I bis p gilt, so ergibt sich schliesslich, dass die auf der rechten Seite 
der Formel (FJ angedeutete Summa tion in der Weise auszuftthren ist, dass 
man im allgemeinen Gliede fttr jedes /i von i bis p an Stelle des Systems 

der vier Grössen: 

<\ nf, nf, «<^> 

Acta mathirMHca. 8. Imprimé 9 Octobre 1883. 27 
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sowohl jede aus den ganzen Zahlen, wie auch jede aus den halben Zahlen 
als Elementen gebildete Variation zur vierten Classe mit Wiederholung, 
fnr welche, im cinen wie im anderen Falle, n^^^ + n^^^ + n^P + n^^ eine 
gerade Zahl ist, setzt und die Summe der so entstxindenen Terme biidet. 
Die in Bezug auf d4e Grössen n auszuffihrende Summation känn von 
der ihr anhaftenden Besehränkung, dass n^^^^ + ti^^^ + n^p + ^^> ^ immer eine 
gerade Zahl sein muss, auf folgende Weise befreit werden. Man bezeichne, 
indem man unter /i eine Zahl aus der Reihe i, 2, ...j p versteht, mit 
f^ den Ausdruck: 



^x = l 



I -I- ( i) /t /* /t /i I y^ ^ VV ^ "/* ^ "/i ^ *V y' /* . 






die so detinirte Grösse ^, besitzt dann den Werth i, wenn 

eine gerade Zahl ist, dagegen den Werth o, wenn wj/^ + ^'> ^ + '^ft^ + ^> 
eine ungerade Zahl ist. Setzt man daher weiter: 

0,1 ii=p 



■ E 



tt = l 



so hat der so gebildete Ausdruck F die Eigenschaft, dass er immer ver- 
schwindet, wenn auch nur eine der j) den Werthen '/£ = i, 2, . . . , jp 
entsprechenden Grössen n^P + wj^"^ -f" ^^i^ + ^^J**^ ^i^^^^ ungerade Zahl ist, 
wahrend er, sobald diese p Grössen sämmtlich gerade Zahlen sind, immer 
den Werth i besitzt. Schiebt man nun diese Grösse F auf der rechten 
Seite der Formel (F,) hinter dem Summenzeichen als Factor ein, so darf 
man alsdann die Summation in der Weise ausftthren, dass allgemein, 
d. h. ftlr /jL = I, 2, ..., py an Stelle des Systems der vier Grössen: 

<>, <>, <>, <> 

sowohl jede aus den ganzen Zahlen, wie auch jede aus den halben Zahlen 
als Elementen gebildete Variation zur vierten Classe mit Wiederholung 
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tritt, einerloi, ob dafiir n^^^ + n^^^ + n^^ + wj/^ eine gerade oder eiiie un- 
gerade Zahl ist, da bei der iieuen Summe alle diejeiiigen Glieder, för 
welchc die ^ Grössen nj/^ + vi^l^ + nf^ + ^Ji^\ /^ = ij 2, . . . , jp, nicht 
sämmtlich gerade Zahlen sind, und denen daher keine Glieder der ur- 
sprftnglichen Summe entsprechen, in Folge des bei ihnen stattfindenden 
Verschwindens des Factors F den Werth NuU besitzen, während der 
Complex der ubrig blcibenden Glieder, da bei jedem derselben der Factor 
F den Werth i hat, mit dem Complexe der die ursprttngliche Summe 
bildendcn Glieder identisch ist. Es Avird aber an Stelle des Systems der 
vier Grössen vlf^ n^^^ nfjf^ n^^^ sowohl jede aus den ganzen Zahlen, wie 
auch jede aus den halben Zahlen als Elementen gebildete Variation zur 
vierten Classe mit Wiederholung treten, wenn man: 

t* * 2 " "2 '2 "2 

setzt und dann, indem man das eine Mal 6,^ = o, das andere Mal s^^ = i 
setzt, in jedem der beiden Fälle die vier Grössen n unabhängig von 
einander alle ganzen Zahlen durchlaufen lässt. FCihrt man nun auf der 
rechten Seite der Formel (FJ, nachdem man die mit F bezeichnete Grösse 
als Factor hinter dem Summenzeichen eingeschobcn und die dabei vor- 
kommende Exponentialgrösse mit der schon in der Formel (FJ stehenden 
vereinigt hat, an Stelle der Grössen n die Grössen n und s ein und ordnet 
die Summation in passender Weise an, so erhalt man, wenn man zugleich 
noch linke und rechte Seite mit 2^ multiplicirt, die Formel: 



0,1 — «,...,+» 

12: 

8 |, ..., e p 



e 






2 

xe 



wobei die auf der rechten Seite stehende, durch S markirte innere 
Summation so auszuftthren ist, dass jede der 4p Grössen n unabhangig 
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von den anderen die Rcilie der ganzen Zahlen von — cx) bis +00 
durcliläuft, die ebendaselbst vorkoinmende aussere Suinniation dagegen 
so, dass jede der 2p Grössen s, s' unabhängig von den anderen die 
Werthe o und i annimmt. 

Die auf der rechten Seite der Formel (F^) hinter dem ersten Sum- 
meTizeichen stehende 4p-fach unendliche Reihe ist aber, wie ein Blick auf 

die in Art. i aufgestellte, die Function *P/ l((i<7j). definirende Reihe zeigt, 

identisch mit dem Producte der vier die Functionen: 

*g,]((2t;<'>)), d[j]((2^<«)), *[^]((2t>"')), »\1]{{2V<'')) 

beziehlich darstellenden Reihen. Ftthrt man nun in (F.J an Stelle der 
genannten 4p-fach unendlichen Reihe das Product dieser vier Thetafunc- 
tionen ein, so erhält man die RiEMANN^sche Thetaformel in der Gestalt: 

wobei die Summation auf der rechten Seite ttber alle Terme zu erstrecken 
ist, die aus dem allgemeinen Gliede hervorgehen, wenn man an Stelle 
des Systems der 2p Buchstaben s^, ..., Spy ej, ..., s^ der Reihe nach die 
sämmtlichen 2^^ Variationen der Elemente o, i zur 2p^'^ Classe mit Wieder- 

holung öder, was dasselbe, an Stelle von PJ der Reihe nach die sämmt- 
lichen 2^^' Normalcharakteristiken treten lässt. Da die Grössen u und v 



nur den Gleichungen: 



2<> = <> + <> + <>-+<>, 



2t^P - Vf + <^ - v'!' 


V/i 7 


2<>-t;;:>-t;;r + <> 


V/t ? 



2<> = <>-<)-<> + <>, 

ZU genttgen haben, im Cbrigen aber vollständig willköhrlich gewählt 
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werdeii dttrfen, so känn man in der geAVonnenen Formel (R) die Grössen 
v als unabhängige Veränderliche betraehtcn, und es vertreten dann die 
Grössen u die durch die soeben aufgestellten. Gleichungen definirten li- 
nearen Functionen derselbcn. 



3. 



Die gewonnene Formel (R) ist einer bedeutenden Vcrallgemeinerung 
fähig. Um zu derselben zu gelangcn, lasse man, unter Benutzung der 

Elemente einer willkilhrlichen Charakteristik '/ , auf der rechten Seite 

dieser Formel das System: 



{2v^^^) ttbergehen in (2v^^^ + 



2, \ 
2,'^ 



es gehen dann gleiclizeitig die auf der linken Seite stehenden Systeme: 



(2«'"), 



beziehlich tlber in: 



(20, 



(2M<'>), 



(2M<*>) 



( 



211^'^ + 






2J«"> + 



v' 



), (2J,C3)+|7,|), ^2^U) + 



I 



und man erhält, wenn man auf die rechte Seite der so entstandenen 
Gleichung die Formel (D), auf die linke die Formel (A) des Art. i an- 
wendet, auch die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfaetoren durch 
Division entfernt, die allgemeinere Formel: 



(RO 






2''*[^,]((2M<"))*[^,]((2m"'))*[^,]((20)*[^']((2m">)) 

/* = P 
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Lässt mail jetzt weiter, iinter Benutzung der Ele.niente zweier will- 
kuhrlicher Charakteristikcii \^A, ^' u auf der rechten Seite dieser letzten 
Formel die Systeiue: 



(2 O. 



bezielilich ftberirehen in 



(2t;<="), 



{2é*') 



» 

( 



2iJ<'" + 



P 

t 

C 



( 



2t;*^' + 






2 V 



(4) 






SO gehen dadurch die auf der linkeii Seite steheiiden Systeiue: 



(2M«>), 

bezielilich Qbcr in: 



(2M<"), 



(2M<") 



(? 



2M''" + 



P 

/ 

P 



2M'-" + 



(T 
(T 



2 Ii 



(4) 



p + (T 
p + (T 



währeud das System {211^^^) uugeäudert bleibt, uud man erhält, wenn man 
auf die rechte wie linke Seite der so entstandenen Gleichun^ die Formel 
(A) des Art. i anwendet, auch die den beiden Seiten gemeinsamen Expo- 
nentialfactoren dureh Division entfernt, schliesslieh die Formel: 



(R") 



mi^u^''))»^}Z]i^^'n»'^^^^^^ 



-2(-.) 






- ^>/.) 



E -{a 



/?r::.;((2t;'''))6i[:.:;.]((2*;<--''p[:.::.]((2t,<'>p[:._;:^]((20). 



[^] 



Diese Formel umfasst die Formeln (R), (R'J als specielle Fälle und ist 
zugleich die allgemeinste derarti":e Formel. 
Setzt man in der Formel (H")- 



»m{^ti'''))»\}VAi^^''WiVAi^^'^^^^^^^ 
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und bezeichnet ziir Abktirzung ( — i)'*"^ mit ( — i)^''^, so 

nimmt diesejbe die Gestalt an: 

[s] 

Lässt man jetzt hierin an Stelle von [rj] der Reihe nach die sammtlichen 2^^* 
Norrnalcharakteristiken treten, so erhalt man ein System von 2^'' linearen 
Gleichungen, welches bei passend gewählter Reihenfolge der Charakteristi- 
ken eine ungemein Qbersichtliche Gestalt annimmt, und welches fttr die 
Untersuchung der zwischen den verschiedenen Thetafunctionen bestehenden 
Beziehungen insofern von fundainentaler Bedeutung ist, als es in gcwissen 
aus ihm ableitbaren Gleichungen die Grundtypen fttr die Additionstheo- 
reme der Thetafunctionen und fttr die damit zusammenhängenden Theta- 
relationen liefert. Der eingehenden Untersuchung dieses Gleichungensy- 
stems ist der fftnfte Abschnitt meiner in der Einleitung erwähnten Arbeit 
gewidmet, auf den ich bezttglich des Näheren inir zu verweisen erlaube. 

Wtirzburg, in> Juli 1882. 



ABLEITUNG 

EINER ALLGEMEINEN THETAFORMEL 

VON 

F. PRYM 

In WitRZBUUQ. 



Die in der vorhergohenden Arbeit zur Ableitung der RiEMANN'8chen 
Thetaformel angewandte Methode soll jetzt dazu benntzt werden, eine 
Thetaformel von allgeineinerem Charakter herzustellen . Man gelangt zu 
dcrselben, indem man von einern Producte von n Thetareihen ausgeht 
und zur Transformation der Variablen und der Summationsbuchstnben 
eine allgemeine mit rationalen Zahlen als Coefficienten yersehene orthogo- 
nale Substitution verwendet. Die Anwenduncr einer derartigen Substitution 
erweist sich als nothwendig, sobald man die Bedingung stellt, dass durch 
die Transformation Thetareihen entstehen, welche dieselben Modulen be- 
sitzen, Avie die ursprönglichen. Ein specieller Fail der so entstehenden 
Formel, welcher dadurch charakterisirt ist, dass die n^ Coefficienten e der 
orthogonalen Substitution der Bedingung e,,^ = e^,, fiir jedes /i und v von 
1 bis n genttgen, ist von mir schon frtther, im zweiten Abschnitte meiner 
auf Seite 201 citirten Arbeit, mit Htilfe functionentheoretischer Betrach- 
tungen abgeleitet worden, und es musste bei dem dort angewandten 
Verfahren die Bedingung e,,^ = e^,, gestellt werden, um eine directe Be- 
stimmung der Constanten zu ermöglichen. Die nachfolgende Untersuchung 
zeigt, dass diese Bedingung eine unnöthige Beschränkung war, insofern 
als die jetzt entstehende, von dieser Bedingung freie Formel (Formel (#) 
des Art. 2), sobald man nur allgemein die Grössen r,,^ und r^,^, die dureh 



/ 
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T getheilt die Substitutionscoefficienten ö^^ beziehlich e^, reprUsentiren, als 
identisch betrachtet, ohne Weiteres mit der frttheren (ibereinstimmt. Nach- 
dem so die allgemeinste Formel geAvonnen ist, handelt es sich nur noch 
darum, aus ihr durch passende Verfilgung Hber die Coeffieienten e der 
orthogonalen Substitution solche specielle Formeln zu gewinnen, die von 
praktischcr Bedeutung fdr die Theorie der allgemeinen Thetafunctionen 
sind. Untersuchungen dieser Art bilden den Gegenstand der dieser Arbeit 
unmittelbar folgenden Abhandlung. Die Ausdehnung der hier angewandten 
Methode auf die Herstellung von Relationen zwischen Thetafunctionen 
mit verschiedenen Modulen wird einer spRteren Arbeit vorbehalten. 



1. 

Aus der in der vorhergehendcn Arbeit zu Grunde gclegten ^fach 
unendlichen Thetareihe: 

« 



||}|^— QO nipB:— .QO 



v*' ~ "/*'/' ' 



känn unter Benutzung von 2p willkörlichen Constanten g^, . , ., g^y 
Äj, . . ., hj, die allgemeinere Reihe: 



4t.::»:]("'."i---i«'.) 



*»!=* + <» Wlp«»+O0 /»=P /*'■=/> /*■=? 



Z...Z 

gebildet werden. Die dadurch definirte neue Function m / ' ' /'' (^^i | • • • | w?^) 
ist dann mit der ursprönglichen verknQpft durch die Gleichung: 

Acta mathematiea. X. Imprimé 10 Octobre IB88. 28 
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'''l • • • "^i^J /t«=l /x-1 

und geht, wenn die Grössen g^ h säinmtlich den Werth Null annehmen, 
in dieselbe (iber, d, h. es ist: 

*[o .' .' . o](^^i I • • • I ^^V) = *K I • • • I %)• 

Ähnlich Avie die ursprftngliche Function genQgt die allgemeinere den 
Gleichungen: 



■4t\:S]("''+'^''i-i^'''+"-)=4';:::':]Ki---i-> 



(v =- 1 , 2, . . . , p) 



— 2ir^— a^— 2A^ri 



welche sie zugleich bis auf einen von den Variablen w^j ..., w^ freien 
Factor bestimmen. *^ 

Das Symbol U* i'^ ^^ird die Charakteristik der Thetafunction ge- 
nannt und soll, wenn dadurch kein Missverstandniss zu befQrchten, ab- 

gektlrzt durch ^ bezeichnet werden. Dabei ist nicht zu ttbersehen, dass 

die hier gewälilte und im Folgenden ausschliesslich zur Verwendung 
kommende Bezeichnungsweise von der in der vorhergehenden Arbeit an- 
gewandten verschieden ist, und dass entsprechend auch der Begriff der zu 
einer Thetafunction gehörigen Charakteristik sich geändert hat. Will man 

nämlich aus ^U* \^ O^i I • • • I ^^p) ^^^ ^" ^^^ vorhergehenden Arbeit 
mit i9 I '^ 1 0^1 I • • • I ^p) bezeichnete Function erhalten, so hat man 

5^1 ^ T' •••' ^z» "^ ?"' *i ^ 7"' •••'*>== T^ zu setzen. Man gelangt 
also in dem Falle, wo die Grössen ^, h sämmtlich rationale Zahlen mit 
dem gcmeinsamen Nenner 2 sind, von der hier angewandten Bezeichnungs- 
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weifie zu der in der vorhergehenden Arbeit benutzten, iiidem man in der 
Charakteristik bei jedem Elemente den Nenner 2 unterdrtlckt. Eine 
ähnliche Vereinfaehung wird man sich bei allén jenen Untersuchungen, 
bei denen die Elemente der auftretenden^Charakteristiken sämmtlich 
rationale Zahlen mit einem gemeinsamen Nenner r sind, gestatten dörfen, 
in der Weise, dass man alsdann bei allén Charakteristikenelementen den 
Nenner r unterdruckt und das auf diese Weise jcntstehcnde, nur ganze 
Zahlen als Elemente enthaltende Symbol in neuer Definition wieder mit 
dem Namen Charakteristik belegt. 

Ebenso wie in der vorhergehenden Arbeit soll auch hier, wenn die 
Ausdrucke för die Argumente einer Thetafunction sich nur durch untere 
Indices unterscheiden, hinter dem Functionszeichen nur der allgemeine 
Ausdruck fUr die Argumente, mit Weglassung des Index, in doppelte^Klam- 

mern eingeschlossen geschrieben werden, also *L W statt *ul(^^i I •••! *^/.)> 

und entsprechend soll ein Grössensystcm iv^ \. . .\Wp einfacher durch [w) 
bezeichnet werden. Bezeidniet man endlich noch das System: 

Avobei die g\ h! bcliebige Constantcn bezeichnen, symbolisch mit (m; + ^, ), 

so ergebon sich durch Betrachtung der die f unction * 1 W detinirenden 
Reihe leicht die im Späteren zur Anwendung konmienden Relationen: 

(A)*K]C»+l''l)=4na«»»«-"-\ - . 



(B,) 41;:: /'Z.-.aM-^K; :::*::::':]«"». 



(w-1, 2, .. ., p) 



(B.) * K : : : «. 'i . : ; : 3 «"■» = * K; : : : t : : : f J m^'-" ' 
w *K:::a«-"'»=*Pv::=t]'"'»' 



\ 



t» 

.v 
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die fur bcliebige g^ Ä, (/', A' gelten. Siiid dagegen die Grössen g\ h' 
gaiize Zahleii, so geht uus der Formel (A) durch Anwendung der Rela- 
tionen (B) die folgende einfachere Formel hervor: 



c^) *[*]('"+ ro =40 «"■■■""■■' 






Unter Wi^\ . . ., e^*^^; wf\ . . ., wjf^; . . . .; w{'*\ • • •• '^^'^ sollen n Systeme 
von je p beliebigen Grössen verstanden werden. Biidet man danii, indem 
man unter r eine noch unbestimmte positive ganze Zahl versteht, das 
Product der n in der Form: 



;«(") = + 00 




z.. 




wC") - - » 


„(»)=._« /' 



,9 ((.nt<'>)) = 



cnthalteiici), den Werthen v = i, 2, . . ., » entsprcchcnden Functionen 
*((»7t<")), biré"^^), ..., #((rM<"')), so crhält man zunächst: 

(F) i5i((rM<»))#((n<'«))...d((m<">)) 

— 00, . . . , -f"* • 



Z 






m 



> 



wobei die Summation auf der rechten Seite in der Weise auszuftthren ist, 
dass jede der np Grössen m iinabhängig von den anderen die Reihe der 
ganzen Zahlen von — oo bis + cz) durchläuft. In die rechte Seite der 
Formel (F) sollen jetzt an Stelle der Grössen m und u neue Grössen 



eingeftihrt werden. 
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• 

HiS mogen C^u ^u, •••? C\n] ?21> ^22; •••> ^2» 5 ••••; Cnl> ^n2J •••> ^»n 

n' ganze Zahlen bezeichnen, die fftr jedes /i und // von i bis n den 
Bedingungen: 



^l//l/*' I ^2/i^2/4' "1 • • • I ^ti;fin/t' — 



O, wenn fi' ^ fi^ 
r^, wenn // = /i, 



genClgen, wobei die Grösse r, mit der das vorher eingeffthrte r jetzt 
zu identificiren ist, eine positive ganze Zahl sein soll. Es bilden dann 

flfp firAsQPn £il ^ Ci^i. £21 C22 c^n , . c„i c^ c^ 

r T T T T V TT T 

die Coefficienten einer orthogonalen Substitution, und es ist daher, wenn 
man unter x^^\ x^^\ . . . , o;^"^ beliebige Grössen versteht und ' 



(O) 



Cn,X^'' + C,^''' + . . . + Cnn^^"^ = r!^"^ 



setzt, das so gebildete Gleichungensystem ein orthogonales, öder, was das- 
selbe sagt, es ist stets: 

:r^f + a^w + . , . + a^-^' = y<^>' + y«)^ + . . . + yC-J*; 
anch finden weiter noch die mit den obigen äquivalenten Relationen: 



^}i\^ii\ "1 ^/t2^/A'2 "T • • • r ^/4ii^/»'« — 



O, wenn fi'^ n, 
r', wenn /x' = fi^ 



StÄtt. • 

In die rechte Seite der Formel (F) ffthre man jetzt an Stelle von 
w^, 11^ allgemein, d. h. fftr /i = i, 2, ..., jp, neue Grössen n,,, %),, ein, 
welehe mit ilmen verknftpft sind dnrch die Gleichnngen: 
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(S) 



f„i<' + ^„2<' + - + c„,M;' = »-wjr, r„,<" + r„,Mf + ... + r„<-> = r<>, 



öder auch diirch die damit riquivalcntcn Gleichnngon: 



(SO 



In Folge dieser zwischen den Grössen m und n wie zwischen den Grössen 
w und v gesetzten Beziehungen wird das Gleichungens3^stein (O) erfttllt, 
wenn man allgemein, d. h. för v— i, 2, ..., n: 

i) Jt;^"^ durch m^,'^ und gleichzeitig ?/*'^ durch wj,''^ 

2) ip^"^ durch wjj'.^ und gleichzeitig y^''^ durch wj^".^, 

3) x^"^ durch ^^^*'^ und gleichzeitig t/"^ durch 1;)^"^ 

ersetzt. Dasselbe System wird daher. auch erfttllt, wenn man 

4) ir^"^ durch m^*'^ + m^^l) und gleichzeitig y*'^ durch nj^*'^ + w{,^\ 

5) rr^**^ durch m^l'^ + ^.a^ ^"^d gleichzeitig ^"^ durch wj^"^ + «^J,''^ 

ersetzt. Es bestehen daher, entsprochend den funf soeben aufgestellten 
Lösungen, die Relationen: 
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<' + <' + ... + <' = r^r + <»' + ... + <, 

■ w^ + Mf + . . . + <'' = <^ + <' + .^ . + ^-r*. 

K> + ,<')^ + . . . + K' + »<:y = «> + n^J)' + . . . + («r + «^T, 

aus denen durch passende Verbindung schliesslich die Gloichungen: 

<H'^ + <H'^ + . . . + w^"H'^ = <H'^ + <'H'^ + • • • + <H'^ 



Wf 



<^><> + « + . . . + ^H''^ = <H^^ + <V<^> + . . . + <><> 




hervorgehen, die fQr jedes /jl und fi' von i bis p gelten. Mit Hölfe dieser 
beiden Gleichungen känn man nun auf der rechten Seite der Formel (F) 
die Grössen m und u durch die Grössen n und v ersetzen und erhalt dann 
die neue Formel: 

(F, ) » ((ri(^'i S ((rti^)) ...» ((rw<">)) 

n 

/ 

wobei jedoch die Art und Weise, wie Uber die Grössen n zu summiren 
ist, noch einer näheren Bestimmung bedarf. 

Bei der Ausftihrung der auf der rechten Seite der Formel (F) an- 
gedeuteten Summation tritt im allgeineinen Gliede an Stelle des Systems 
der n einem beliebigcn Index fi entsprechenden Grössen: 

"''IL y ''V y • • • > ''v* 

jede Variation zur n^" Classe mit Wiedcrholung, die man aus den tlber- 
haupt existirenden negativen und positiven ganzen Zahlen als Elementen 
bilden känn, und entsprechend muss daher bei der AusfClhrung der auf 
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der rechten Seite der Fonnel (FJ angedeuteten Summation — da das 
allgerSeine Glied dieser Summe aus dem allgemeinen Gliede der auf der 
rechten Seite von (F) stehenden Summe durch Einffthrung der Grössen 
fly v unmittelbar erhalten wurde — an Stelle des Systems der n Grössen: 

jedes System von Werthen und jedes nur einmal gesetzt werden, welches 
sich aus den Gleichungen (S) crgibt, wenn man darin an Stelle des Systems 
der Grössen m die genannten Variationen tret^n lässt. 

Denkt man sich nun fftr jedes /x von i bis p das System der n 
Zahlen ml}\ mf\ ..., wj"^ in die Form gebracht: 

<> = m;<^> + /><^>, mf = rm;r + />f , . . . . , <> = rm;^^' + /^\ 

indem man allgemein unter p^^^ den kleinsten positiven Rest der Zahl m^^^ 
nach dem Modul r versteht, und ftthrt diese Ausdrtlcke an Stelle der m 
in die Gleichungen des Systems (S) ein, so ergibt sich zunächst, wenn 
man noch unter äjPj ä^Py . . . , ct^"^ Grössen versteht, welche sich aus w 
gegebenen Grössen a^pj a^^j ..., a^"^ den Gleichungen: 



(») /, «(1) I /. -.(2) l_ I /, ^(i«) 



gemftss linear zusammensetzen, dass die n Grössen: 

'^H j ' V > • • • > 'V 

stets in der Form dargestellt werden können: 
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wobei (lie n ganze Zahlen bedeuten,. die in den linearer^., Formen ä vor- 
kommenden a aber ausschliesslich Zahlen aus der Reihe o, r, ..., r — i 
bezeichnen, und dass ^'w6 solche . Darstellung, wenn rean zur Abkftrzung: 



Cnim;^'' + c„,ni;r + . . . + c„„mT' = r 



setzf, durch die Gleichungen: 

j^(l) __ UD ^(2) __ ^(2) /i(n) __ Un) 

n,^ — 'fl. y '^>i — '/x > • • • • > '\n — '/< J 

Q.(l) ^ ./I) Q.(2) ^ (2) (H) ^ (I.) 

reprasentirt wir.d. Die weitere Frage ist dann, ob bei gegebenen m und 
dadurch bestimmten n die Grössen w, a nicht auf mehrere den auf- 
gestellten Bedingungen entsprechende Weisen bcstimmt werden können. 

Man nehme an, es existire eine zweite solcho Bestimmung der Grössen 
r),a,, und es sei dieselbe repräsentirt durch: 

^(1) __ <j(l) ^^(2) __ <j(2) Vj<"> — Q<"^ 

wobei die s also wieder ganze Zahlen, die fr Zahlen aus der Reihe 
o, I, .f., r — I bezeichnen. Aus den beiden jetzt vorhandenen Dar- 
stellungen der Grössen n: 

7(1) -(2) -(n) 

-(1) -(2) -(«) 

<n(l) _ q(1) i lVi_ ^(2) _ ,.(2) I 5i_ .,(1.) _ «(») I 5i_ 
W/x Sfi i ^ > W^x */x T ^ > • • • • > ^'/* .'* ^ ^ > 
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wobei die p^ a von den />, a beziehlich in dérselben Weise abhangen, wie 
die ä von den a, ergeben sich dann unniittelbar die Bezieh ungen: 



'^;;' = ~pT — r{sf — r';:'\ 



und man erkennt daraus, indem inan an Stelle der It die ihnen ent- 
sprechenden linearen Functionen der a setzt, dass die Grössen (t^\ (7^\ . . . , ö}"^ 
eine von der Lösung p^^\ p\P, . • . ? p]!"^ verschiedene, d. h. dérselben jiach 
dem Modul r nicht congruente, Lösung des Congruenzensystems: 



(C) 



c„:r"' + c„a^<" + . . . + c,„.T<"> = ^:> (mod r), 
Cni^''' + c„,a:''' + . . . + Cn„x'"'=/^:' (mod r), 



bilden mttssen. Bezeichnet umgekehrt tj^\ t^\ . . . , 7^"^ eine beliebige 
von p^^\ p]^\ ..., p]^^ verschiedene Lösung dieses Congruenzensystems, 
deren Elemente r man sich auf ihre kleinsten positiven Reste nach dem 
Modul r reducirt zu denken hat, so känn man stets mit Hftlfe der Grössen 
r, indem man sie an Stelle der a treten lasst, eine von der ursprftng- 
lichen verschiedene Darstellun^ij der Grössen n erhalten. Setzt man nämlich: 

^21 V "1" ^22 v» "• ' • • I ^2n V« ^^^ Ptt I" W/i 9 • 



^nl ^t T" ^ii2 V* I • • • "• ^nn ^/* — Pfi I" W;t ) 



oder in kUrzerer Bezeichnung: 



?;> = ^;j) + r/2", ^'> = p'^' + <>, . . . . , ?;^ = p';^ + rC 
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SO sind fl'^\ fl^^\ . . . , f-i"*^ ganze Zahlen, und es ergibt sich daher aus der 
ursprQnglichen Darstellung: 



:(1) "(3) ~(n) 

9 



(1) _(») \n 



mit Hulfe der letzteii Glcichungen sofort die neue: 

Zi\) ZIV Zin) 

^(1) *.(!) fil) I V^ t»(2) U2) f(2) I \[*_ ^(n) ^n) f(n) i ^L. 

bei welcher also die Grössen w, a die Werthe: 

^(1) .,-(1) /•(!) ^(3) r^V fiV ^(«) r^n) /»(fl) 

'V — 'fl f/i y '^fk — ' {k h^ y ' > — '/* '/» > 

^(1) -ri) -,(2) -/2) ^(n) 'n) 

besitzen. Daraus folgt aber, dass die n zu gegebenen Grössen wj,^^, w{,%...,w)"^ 
gehörigen, durch die Gleichungen (S) in jedem Falle eindeutig bestimmten 
Grössen wJ/\ n^^\ • • • j *^)x"^ auf s verschledene Weisen in die Form: 

-d) -(2) -(n> 

*" ,(2) 4;^(2) i_ ^/* ^(») 4Ä(») _i_ z^ 






r 



— wobei die n ganze Zahlen, die in den linearen Formen ä vorkommen- 
den a aber Zahlen aus der Reihe o, i , . . . , r — i bezeichnen — ge- 
bracht werden können, wenn man unter s die Anzahl der ausschliesslich 
von Zahlen aus der Reihe o, i, . . . , r — i als Elementen gebildeten 
öder, was auf dasselbe hinauskommt, der nach dem Modul r incongruen- 
ten Lösungen des Congruenzensystems (C) versteht. Diese Anzahl s ist 
aber dieselbé, wie die Anzahl der nach dem Modul r incongruenten 
Lösungen des Congruenzensystems: 



(Co) 



Cjja;"' + f„a;"> + . . . + c,„ d;<"> = o (mod r), 
Cjiic"' + c^^dP^ + . . . + c,„a;<"> = o (mod r), 

c„a;"> + c.,a;<« -f . . . + c..a;'"^ = o (mod r); 
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man erlijllt nilmlich die säinintlichen soeben crwähntcn Lösungen des 
Systems (C) und zwar jede nur einmal, wenn man zu einer beliebigen 
von ihnen, z. B. zu p^^\ p^^\ • • • j p]^\ der Reihe nacli die sammtlichen 
nacli dem Modul r incongruenten Lösungen des Systems (C^) addirt und 
die dabei auftretenden Zahlen stets auf ihre kleinsten positiven Reste 
nach dem Modul r reducirt. 

Auf welche der s möglichen Weisen man nun auch die zu gegebcnen 
Grössen m^^,\ w?Jf\ . • . , w)/*^ gehörigen, durch die Gleichungen (S) be- 
st immten Grössen nJ/\ n^^\ • • • > '*^]T i^i die Form: 

bringen mag, es werden die bei irgend einer solchen Darstellung auftre- 
tenden ganzen Zahlen ié^\ n^^\ • • • j ^Mf^ immer eine gewisse Bedingung 
erftillen, die zudem voUständig unabhängig ist von dem speciellen Sy- 
steme der Grössen n, auf das sich die Darstellung bezieht. Ftthrt man 
iiämlich die soeben aufgestellten Ausdrttcke an Stelle der Grössen n in 
die Gleichungen (S') ein, indem man zugleich die a durch die ihnen ent- 
sprech&nden linearen Functionen der a ersetzt, so erhält man unter Be- 
rticksichtigung der Relationen, denen die ganzen Zahlen c gentigen, die 
Gleichungen: 

(Cn^^^' + cj^? + . . . + c^^nf) + <> ^ rmf, 

(c„«;.'' + c,>«' + . . . +c„,nf) + ra'^ = m«>, 
(S") 



uiid crkcunt daraus, dass för 'die n Grössen «{.*', n!f , . . . ,' nj"> nur solche 
ganzc Zahlen auftreten können, för welche die n Grössen: 

sämmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind. Setzt man umgekehrt 
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in den Glcichungén (S") an Stelle der n Grössen n]l\ n;f\ . . . , n^^^ irgend 
welche. ganzc Zahlen, f Qr welchc die n Grössen : 



^ll^/A + • • • + ^nl^/x -9 ^12^/x "T • • • 4" ^ni^fx > ^' • • • > ^In^fi 4" • • • 4" ^nn^, 






samratlich durch r theilbarc ganze Zahlen sind, und zugleich an Stelle 
der n Grössen a^^,\ a!,^\ . . . > a!f^ irgend welche Zahlen aus der Reihe 
o, I, . . . , r — I, so liefern diese Gleichungen för die Grössen m immer 
ein System ganzer Zahlen m^l\ m^^\ • • • j ^^^ denen als Grössen n die 
aus den gewählten n und a gebildeten Grössen: 

-(1) . -(2) -(«) 

% — ^!K -r. — > ^V — .^/x + —I • • • • > W/, — n^ -f- ^ 

entsprechen. Daraus folgt aber unter Beröcksichtigung des frtlher ge- 
fundenen Resulta tes, wonach bei gegebenen m und dadurch bestiniinten 
n die Grössen n und a auf s verschiedene Weisen bestimmt werden 
können, dass an Stelle des Systems der n Grössen m^^\ m^^\ • • • > wf!"S 
die mit den Grössen n und a immer durch die Gleichungen (S") verkntipft 
sind, jede Variation zur n^° Classe init Wiederholung, die man aus den 
tiberhaupt existirenden posiriven und negativen ganzen Zahlen als Ele- 
menten bilden känn, und zwar eine jede 5-mal tritt, wenn man an Stelle 
des Systems der n Grössen a]l\ a!f^ . . . , a^"^ der Reihe nach die sämmt- 
lichen r** Variationen der Elemente o, i , . . . , r — i zur n**° Classe mit 
Wiederholung setzt und dabei jedesmal an Stelle des Systems der n 
Grössen n^^\ n]^\ . .., nr^^ jedes. System von n ganzen Zahlen treten lässt, 
fttr welches die n Grössen: 

sämmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind. 

Aus dem zuletzt gcwonnenen Rcsultate ergibt sich nun schliesslich, 
dass man die auf der rechten Seite der Gleichung (FJ angedeutete Sum- 
mation in der Weise ausftthren känn, dass man im allgemeinen Gliede 
fttr jedes /i von i bis ^: 

-d) -(2) -(«) 

^fi — % • 7^ * ^/* ^ ^> -h ^ > • • • • ; % — % ^ ~ 
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setzt, hieraiif an Stelle des Systerns der n Grössen a\l\ aj;^, . . . , ajf^ der 
Reihe nach die sammtlichen r" Variationen der Eleniente o, i,...,r — i 
zur w^""" Classe mit Wiederholung treten lässt und zu jeder solchen 
Variation an Stelle des Systems der n Grössen nll\ h^^\ • • •> ^^JT^ jedes 
System von n ganzen Zahlen setzt, ftir welches die n Grössen: 



^11 ^/i + • • • + ^'«l^*;x 1 ^li'^^H "1 • • • T" ^ii-2^/t ?••••> ^in^fi "T • • • T" ^n« ^* 



in) 



sämmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind, endlich die Summe der 
so entstehenden Terme biidet und diese Summe nocli durch s'* theilt. 

Die in Bezug auf die Grössen n auszuftihrende Sumrnation känn von 
der ihr anhaftenden Beschränkuncr auf fol^ijende Weise befreit werden. 
BerUcksichtigt man, dass das System der n Grössen: 



in) 



^'11 ^/i "!"•••+ ^*iil^*/t 9 ^lil^*/x "T • • • "T ^n2^'^.a > • • • • J ^In^/t T" • • • "T ^nn^/t 

zwar jedesmal in ein System ganzer Zahlen, aber nicht jedesmal in ein 
System durch r theilbarer ganzer Zahlen fibergeht, wenn man an Stelle 
der Grössen n beliebige ganze Zahlen setzt, berttcksichtigt auch, dass ein 
jeder der aus den n Grössen: 



-d) -(2) -in) 



gebildeten analogen Ausdrl\cke: 

mit dem ihni entsprechenden, die Grössen n an Stelle der Grössen n ent- 
haltenden Ausdrucke — da fiir jedes v von i bis n: 

Ci^n^P + . . . + €„v<^ = Ci.<^ + . . . + ^nvwjr + r<^ 
ist — immer gleichzeitig eine durch r theilbare öder eine durch r nicht 
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theilbare ganze Zahl ist, so erkennt man, dass man die Summation in 
Bezug auf die Grössen n von der ihr anhaftenden Beschränkung dadurch 
befreien känn, dass man das in (FJ hinter dem Summenzeichen stehende 
allgemeine Glied mit einer Function F der sämmtlichen 'pn Grössen 
♦*|*^^ ^!i*^ • • • > ^r\ /^ = i> 2, . . . , jp, muUipHcirt, die so beschafFen ist, 
dass sie immer den Werth o besitzt, sobald auch nnr cine der jr>w Grössen: 

/JL= I, 2, . . . , p, 

eine durch r nicht theilbare ganze Zahl ist, dass sie dagegen den Werth 
I hat, sobald diese pn Grössen sämmtlich durch r theilbare ganze Zahlen 
sind. Summirt man nämlich, nachdem man eine solche Function F hinter 
dem Summenzeichen als Factor eingeschoben hat^ in Bezug auf jedes n 
von — oo bis + co > so wird der Werth der entstehenden Summe der- 
selbe sein, wie der der ursprrtnglichen, da bci der ncuen Summe alle 
diejenigen Glieder, fftr welche die ^w Grössen: 

^11 ^^t "1 • • • "T ^wl^*/t j ^I2^n I • • • I" ^»i2^/t J • • • • > ^In^/* "T •. • • + ^nn^^^fi J 

/i= I, 2, . . . , Jt>, 

oder, was dasselbe, die p7i Grössen: 


^U^/i +•••"?" ^wl^/t 9 ^12^/< I" • • • r ^n2^fi >••••> ^l«^/t "T • ' ' f ^nn^^iL y 

fi= ly 2, . . . , Py 

nicht sämmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind, und welchen daher 
auch keine Glieder der ursprttnglichen Summe entsprechen, in Folge des 
bei ihnen stattfindenden Verschwindens des Factors F den Werth NuU 
besitzen, während der Complex der Ubrig bleibenden, Glieder, da bei jedem 
derselben der Factor F den Werth i besitzt, mit dem Complex der die 
ursprttngliche Summe bildenden Glieder identisch ist. Eine Function F 
mit den erwahnten Eigenschaften soll jetzt gebildet werden. 
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Man setze, indem man unter /i eine Zahl aus der Reihe i, 2, . . ., j) 
versteht: 

V = ■ 
'/t 

die so definirte Grösse f^ besitzt dann immer don Wcrth o, wenn auch 
nur einc der n Grössen: 

I 

eine durch r nicht theilbare ganze Zahl ist, dagegen den Worth i, wenri 
diese n Grössen sammtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind. liringt 
man nun, indem man zur Abkftrznng: 



^nl/^t + ^ii2/'/< H" • • • + ^*»»^/t - - P/t > 



setzt, die Grösse f,, in die Form: 

• 






und biidet das Product: 



= /:/:.../: = -4 -^ 



0,l,...,r-l 2^/'^'' 



/i/i • • • /i, = -^ ^ ^ 



^ /<=»! 



,«r yj 



wobei die auf der rechten Seite angedeutete Summation so auszufQhrén 
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ist, dass jede der pn in den linearen Auödrtlcken p votkommehden Grössen 
j8 unabhftngig von den anderen die Werthe o, i, . . . , r — i annimmt, bo 
ist F eine Function mit den gewtlnschten Eigenschaften, und man darf 
daher, wenn man sie auf der rechten Seite der Formel (FJ hinter dem 
Summenzeichen als Factor eingeschoben und auch bei ihr fftr jedes fi von 
I bis p die Grössen: 

7»^ f n^l y . . . , 7»^ 



durch die Grössen: 



;:(!) "(2) -(n) 



beziehlich ersetzt hat, die Summation alsdann in der Weise ausftihren, 
dass die n unabhängig von einander die Reihe der ganzen Zahlen von 
— CO bis + CO durchlaufen, während gleichzeitig jede der pn in den 
linearen Ausdrtlcken a vorkommenden Grössen a unabhängig von den 
anderen die Werthe o, i , . . . , r — i annimmt. Man gelangt auf diese 
Weise nach einfacher Umformung des allgemeinen Gliedes der Summe 
und passender Anordnung der Summation, wenn man zugleich noch linke 
und rechte Seite mit r^^s^ multiplicirt, zunächst zu der Gleichung: 

(FJ (r"s)''^|;m'»))Öfm">)) . . . *({rM<»'| = 



0,l,.,.,r— 1 —00 ,,.., + * 

II 



e 



2 

xe 



;?:[('?*?)("?'4'")^-('r4)("?'/f-)] 



"—00 ( Mt« -4-00 

wobei also die durch 2 markirte innere Summation so auszuföhren ist, 

dass die pn Grössen A unabhängig von einander die Reihe der ganzen 
Zahlen von — co bis + co durchlaufen, die ebendaselbst vorkommende 
aussere Summation aber so, dass jede der 2pn in den linearen Ausdröcken 
a, ^ vorkommenden Grössen a, ^ unabhängig von den anderen die Werthe 
o, I, . . ., r— 1 annimmt. 
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Die auf der rechten Seite der Formel (F,) hinter dern ersten Sum- 
menzeichen stehende wp-fach unendliche Reihe ist aber, wie ein Blick auf 

die in Art. i aufgestellte, die Function m \{(w)) definirende Reihe zeigt, 

identisch mit dem Producte der n die Functionen: 




irv'% S 



r 



((rt;"')) 



. • • • ' *U. W'^^ 



— bei denen die Charakteristiken, dem frtlher getroflfenen Cbereinkommen 
entsprechend, in abgekiirzter Form geschrieben sind, sodass allgemein, d. h. 
fQr v = r, 2, . . , , n: 



das Symbol 



r 
\ . r ■ 



die Charakteristik 



'at> ä<r>-| 

— . . . — I 

r ** I 

• • • I 



vertritt — beziehlich darstellenden Reihen. Setzt man nun in (F^) an 
Stelle der genannten np-fach unendlichen Reihe das Product dieser n 
Thetafunctionen ein, so erhalt man schliesslich die folgende Hauptformel: 



(«) 



(r"s)''*((m">))Ö(m">)) . . . *((rM<">j| 



0,1 r— I i~;;0)-i 



1(2) 



(K'H| ;« 



((»V»^)) . . . å 



r 



(K»>)), 



bei welcher die Summation in der Weise auszuffthren ist, dass jede der 2np 
in den linearen Formen: 



;(«) _ 



(2) 



«. =^n<^ + ^22<^+--- + ^2na; 



,(n) 



Pji ' — ^2i/> I ^aaÄ I • • • I ^2«/> > 



.0) _l_ /. ^(2) _L _l_ /. ^(«) 



öttt — ^iilÖt„ +^«2Öt„ + ... + ^n«Öt„ , 



W= ''.iÄ> + c.,/9j.« + . . . + c..Ä"^ 



A*= I, 2 



, • • • , 



i>> 
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vorkommenden 
o, I, . . . , r 
Gleichungen : 



Grössen a, ^ unabhängig von den anderen die Werthe 
- I annimmt. Da ferner die Grössen u und v nur den 



r(l) 



(2) 



,(!•) 



»^J.' = Ci,^, + c,i<' 4- . . . + c,,<', 



,«) - .,(1) 



^7 = '^uV + c«< + . • . + c,,»;:', 



(/t-l,2,...,p) 



Ån) _ ^ ^,(1) 



zu genUgen haben, im Ubrigen aber vollstÄndig willkUrlich gewahlt 
werden dflrfen, so känn man in der gewonnenen Formel {8) die Grössen 
v als unabhängige Verftnderliche betrachten, und es vertreten dann die 
Grössen u die durch die soeben aufgestellten Gleichungen definirten line- 
aren Functionen derselben. Der Werth von $ endlich h&ngt, da s die 
Anzahl der nach dem Modul r incongruenten Lösungen des frtlher auf- 
gestellten Congruenzensystems (C^) bezeichnet, von den Werthen der Grössen 
c ab und rauss in jedem Falle besonders bestimmt werden. 



3. 

Die gewonnene Formel {6) ist einer bedeutenden Verallgemeinerung 
fähig. Um zu derselben zu gelangen, lasse inan auf der rechten Seite 
dieser Formel die Systeme: 



(riP\ . . . , (rv*"*) tlbergehen in ( i 



,(J) 



rv"' + 






rv*»' + 



,(-) 
.(») 



indem man unter /?*,'', ..., ^^"; ....; /?$"', ..., yoj,"'; 01", ..., 0^''; ....; </,"', ..., é*^ 
beliebige ganze Zahlen versteht; es geheu dann gleichzeitig die auf der 
Unken Seite stehenden Systeme: 



(rM">), . . . , (rM<">) Qber in ( rw"> + 



?•> 



?» 



, ..., r»«> + 



^-) 



50 
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wcnn man allgciiiciii^ d. h, fär /i = i, 2, . . . ^ p: 



cup'^ + cupT + • • • + CnnPT = ?;\ c,y;> + c,y;> + . . . + c..<> = -<\ - 

setzt, und man crhalt, wenn man auf dic rcchte Seite der so cntstandenen 
Gleichung die Formel (D), auf die linke die Formel (A) des Art. i an* 
wendet und unter BerUcksichtigung der Relationen: 



I 



van 



van 



v«n 



v=n 



V«a|| 



von 



y=l W=»l yeal Wa»l Vb=1 V—1 

die den beidon Seitcn gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division 
entfernt, die allgemeinere Formel: 



{8') 



i>^^y»\^u (K'))... J ' 



»•)n 



(Kl 



o, l,...,»"— 1 



(1) 




(K"» 




2m 



w^n fi=p 



(K">)) e 



.V«=l /ta-1 



Lässt man jetzt weiter auf der rechten Seite dieser letzten Formel 
die Systeme: 



.0) 



(n;<\>), . . . , (n;<">) ttbergehen in ( n;^>> + I Ji) I )^ • • • > I ^"^ + 



An) 

r 



indem man unter //',..., ;f >; ....;;';"',..., ;^/>; <?,", . . . , o"J,"; . . . . ; ^,">, . . . , tJj,"' 
zunächst beliebige ganze Zahlen versteht, so gehen dadurch die auf der 
Unken Seite stehenden Systeme: 
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(ru^^^), . . . , (m<"') ftber in ( rw"' + 




, . . . , m'" + 




wenn man ailgemeiii, d. b. ftir /i = i, 2, . . . y p: 

^lar^t "T ^ajT/t I • • • "T ^H-irji ^^ ^Tfi y ^la^/t "T ^aa^A 1 • • • "T ^ns^/x = ^^z* > 



setzt. Die Änderungen, welche äuf ^iese Weise . die Systeme (rw), (rv) 
erfahren haben, känn man nun mit Hftlfe der Formel (A) des Art. i 
durcb entsprecbende Änderungen der Cbarakteristiken unter Hinzufttgung 
von Exponentialgrössen wicder wegscbafiFen. Stellt man dann die Be- 
dingung, dass die auf der linken Seite entstebenden Cbarakteristiken den- 
selben Typus besitzen wie die auf der reebten Seite auftretenden, d. b. 
dass ibre sämmtlicben Elemente sicb in die Form von Brttcben mit dem 
gemeinsamen Nenner r und ganzzabligen Zäblem bringen lassen, so mOssen 
die Grössen /-', (/ ganze Zablen sein. Die notbwendige und binreicbende 
Bedingung daftlr ist aber, dass die ganzen Zablen /-, c? die Eigenscbaft 
besitzen, dass jedes der p, den Wertben /£ == i, 2, . . . , i? entsprecbenden 
Systeme jjl\ /^f, ..., /^"^ und ebenso jedes der^ Systeme d^^\ d^^\ •.., d^"^ 
eine Lösung des Congruenzensystems: 

^11^^^^ + ^21^+ • • • + c^iX^''^ = o (mod r), 
c^,^x^^^ + c.^^x^^^ + . . . + c^jo;^"^ = o (mod r), 



Cu^^^ + ^2».^^^^ + • • • + c^^x^"^ = o (mod r), 

ist, und es sollen die bis jetzt noch beliebigen ganzen Zablen /-, d von 
nun an dieser Bedingung unterworfen sein. Dann ist aber jedes der jp, 
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den Werthen /i = i, 2, • . . , i? entsprcchenden Systeme /^^^^ /-,f^\ ..., /-^'"\ 
und ebenso jedes der p Systeme ^/^\ ^|^^\ . . . , oy^^"^ eine Lösung des in 
Art. 2 aufgestellten Congruenzensystcms (C^,). Wendet man jctzt, nachdem 
die j-y ^ der angefQhrten Bedingung unterworfen sind, auf die linke wie 
rechte Seite der in angegebener Weise geänderten Gleichung (ö') die Formel 
(A) des Art i an und entfernt unter Berttcksichtigung der Relationen: 

VH v^n y=n vaN *Bsn v<=n 

r!i Tfi' — l^TiiTii y l^Tn '^fi — 2^ T/t > 9 l^Tfi ^/i — 2^ T/* ^;* 

y = l v—1 v = l val y«:l v=l 

die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division, 
so erhält man schliesslich die Formel: 






-(«) 


+ 


/" 




r 




?»> 


+ 


^(») 




,*• 




--(1.) 


+ 


/-'• 




r 




^'^ 


+ 


,)<»> 



7»" i 2- ^/x *V 






^^.w = a,*=p 



Diese Formel umfasst die Formeln (Ö), (ö') als specielle Falle und ist 
zugleich die allgemeinste derartige Formel. 

Die auf der rechten Seite der Gleichung (ö") als Summanden auf- 

tretenden r^"^ Thetaproducte können in -^ Gruppen geordnet werden, 

8 ^ 

indem man zu einer Gruppe jedesmal diejenigen Thetaproducte, iramer 
s^'' an der Zahl, zusammenfasst, fftr welche sich die Werthe der 2np 

Grössen -^, ^ nur um ganze Zahlen ändern, wenn man von einem 

r T 

dieser s^^ Thetaproducte zu einem anderen derselben ttbergeht. Man zeigt 
dann leicht, dass die s^^ in einer Gruppe vorkommenden Thetaproducte 
denselben Werth besitzen, und känn daher in obiger Summe jede solche 
Gruppe von Summanden durch das Ä^^-fache eines beliebigen Summanden 
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2np 



ersetzen. Ffthrt man diese Vereinigung fflr jede der -— Gruppen aus, 

80 geht dre rechte Seite der Gleichung (ö") in das 5^^-fache einer Summe 
von — ^ wesentlich verschiedenen, d. h. durch Anwendung der Formeln (B) 

8 ^ 

des Art. i nicht auf einander reducirbaren, Thetaprodueten ttber. Man 
• erkennt auch leicht, dass die Formel (ö") nichts von ihrer AUgemeinheit 
verliert, wenn man sämmtliche Grössen /?, a der NuU gleich setzt, öder 
wenn man bei unbeschränkter Veränderlichkeit der ganzen Zahlen /?, tr 
fflr die Grössen /-, dy die im Obrigen stets den aufgestellten Bedingungen 
zu genögen haben, nur Zahlen aus der Reihe o, i , . . . , r — i zulasst. 

Wtlrzburg, im Januar i^^. 



OBER DIE VERALLGEMEINERUNG . 

DER RIEMANN'SCHEN THETAFORMEL 

VON 

A. KRAZER und F. PRYM 

iD wDrzburg. 



Die Existenz der in der vorhérgehenden Arbeit entwickelten Haupt- 
formel (#) ist in gewissem Sinne bedingt durch die Existenz des ortho- 
gonalen Gleichungensystems: 



(O) 



insofern als dasselbe die Transformation bestimmt, der gleichzeitig die 
Variablen und die Summationsbuchstaben in dem den Ausgangspunkt der 
Untersuchung bildenden Producte von n Thetareihen zu unterwerfen sind. 
Einen ganz speciellen Fall dieses allgemeinen Systems (O) biidet das der 
RiEMANN^schen Thetaforniel zu Grunde liegende, zuerst von Jacobi in 
der Theorie der Thetafunctionen einer Variable und spater von Herrn 
RosENHAiN in der Theorie der Thetafunctionen zweier Variablen verwandte 
System : 

^(O + ^(2) _ ^(3) _ ^(4) ^ 2y<^>, 

(o) 



ir<'> 


a;"' + aP^ rr<^> - 2f\ 


a^'^ 


a^J) ;p(»> ^ ;,.(4) _ 2^4)^ 



•, 
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Als charakteristisches Merkmal dieses speciellen orthogonalen Systems 
wurde bisher die Eigenschaft angesehen, dass seine Coefiicienten, wenn 
man sie, der beira Systeme (O) angewandlen Bezeichnung entsprechend, 
durch Cjj, Cjj, Cjg, c^^; . . . • ; c^^y c^,, c^g, c^^ repräsentirt, den Bedingungen 
^/»y = <^vfif /^> J^ = i> 2, 3, 4, gentigen, öder, mit anderen Worten, dass das 
System zugleich ein involutorisches ist Dieser Anschauung entsprechend 
wurde denn auch, um zu einer Verallgemeinerung der auf dem Systeme 
(ö) basirenden RiEMANN^schen Thetaformel zu gelangen, bei der betref- 
fenden, in der Einleitung zur vorhergehenden Arbeit erwähnten Unter- 
suchung ebenfallö ein involutorisches orthogonales Gleichungensystem zu 
Grunde gelegt, d. h. ein orthogonales Gleichungensystem von der Form 
(O), bei dem die Coefficienten c noch der weiteren Bedingung c^^ = c^^ 
fCkr jedes fj. und v von i bis n unterworfen sind. Da aber die Theta- 
formel, welche einem solchen durch die Bedingung c^ = c^^ specialisirten 
orthogonalen Systeme entspricht, von der in der vorhergehenden Arbeit 
abgeleiteten, dem allgemeinen orthogonalen Systeme (O) entsprechenden 
Formel (6) nur unwesentlich verschieden ist, insöfem als sie ohne Weiteres 
in diese tlbergeht, sobald man allgemein c^^ mit c^^ als identisch betrachtet, 
so känn die erwahnte Formel nicht mehr als eine der RiEMANN^schen 
Thetaformel an die Seite zu stellende allgemeinere Formel angesehen 
werden, da nichts von dem, was ftlr jene charakteristisch ist, erhalten 
geblieben, und es drftngt sich daher jetzt die Frage auf, worin denn eigent- 
lich das wahre Wesen der RiEMANN'schen Thetaformel öder, was auf das- 
selbe hinauskommt, des ihr zu Grunde liegenden orthogonalen Systems (o) 
zu suchen sei. Ist das wahre Wesen des Systems (5) ergrtlndet, so wird 
sich auch die naturgemässe Verallgemeinerung desselben und damit zu- 
gleich die naturgemässe Verallgemeinerung der RiEMANN^schen Theta- 
formel ergeben. 

Verschiedene specielle Untersuchuijgen haben uns nun zu der Er- 
kenntniss geftthrt, dass als wesentliche Eigenschaft des orthogonalen Sy- 
stems (ö) nicht die zu betrachten ist, dass dasselbe involutorisch ist, sondern 
vielmehr die, dass die vier bei ihm auf der linken Seite stehenden Formen: 

a;(i) + x^^) + a;<«> + a^'\ . x^'^ + x^'^ — x^'^ — x^'\ 
^(1) _ ^(2) + x^^) _ ^^), ir(i) _ x^v _ ^(8) ^ ^(4) 

Aeta mathematica. 8. Ixnprlmé 17 Octobre 1883. 31 
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einander congruent sind nach der auf der rechten Seite stehcnden Zahl 
2 als Modul, wenn man allgemein zwei lineare Formen: 

mit ganzzahligen Coefficienten a, h einander congruent nennt nach einer 
ganzen Zahl m als Modul, sobald: 

a^ = Jj (mod m)j a^ = b^ (mod m), . . . . , a, = J^ (mod m) 

ist, und die Aufgabe, die wir im Folgenden zunächst lösen werden, besteht 
darin, zu zeigen, dass das ursprttnglich nur der Bedingung der Orthogona- 
lität unterworfene System (O), sobald man för dasselbe die weitere Be- 
dingung einfohrty dass die n bei ihm auf der Unken Seite stehenden 
Formen: 

einander congruent sind nach der auf der rechten Seite stehenden, zun&chst 
noch unbestimmten ganzen Zahl r als Modul, sowohl in dem Falle, wo n 
eine ungerade, als auch in dem Falle, wo n eine gerade Zlahl ist, von 
Unwesentlichem abgesehen, in ein in jeder Beziehung wohl bestimmtes 
System von Gleichungen tll)ergeht. Es wird sich dann weiter ergeben, 
dass das im letzteren Falle, also bei geradem n, entstehende System fUr 
w = 4 auf das System (5) ftihrt, und dass den beiden allgemeinen Sy- 
stemen Thetaformeln entsprechen, welche alle die RiEMANN'sche Theta- 
formel auszeichnenden Eigenthömlichkeiten besitzen. 



1. 

Der erste Theil der gesteliten Aufgabe besteht darin, die Coefficienten 
c des Systems: 



c;,a;^'> + r„,a^'> + . . . + 0,,,^"' = »y>, 
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^ 



bei beliebig gegebenem n als ganze Zahlen so zu bestimmen, dass iiicht 
nur dieses System ein orthogonale^ wird, sondern auch die n auf der 
linken Seite desselben stehenden linearen Formen einander congruent wer- 
den nach der auf der rechten Seite stehenden, zunächst noch unbestimm- 
ten ganzen Zahl r als Modul. Der ersten Bedingung entsprechend haben 
die Zahlen c die .Gleichungen: 



(lo) ^Ifi^n' "T ^2/1^2/1' "T • • • "T ^nfi^Hfi' — 



O , wenn f/ ^ /£, 
r', wenn p! = fi^ 



öder, was dasselbe, die damit äquivalenten Gleichungen: 



(v ^ftl^fi'l "T ^/*2^/*'3 + • • • "T ^fin^/i'n — 



O , wenn /i' ^ /£, 
r^ wenn fx' = fx^ 



fUr jedes // und /£' von i bis n zu crfilUen, während sie nach Hinzutritt 
der zweiten Bedingung ausserdem noch den Congruenzen: 

(II) Cj^ = Cay = . . . = c^ (mod r) 

ftlr jedes v von i bis n gentlgen mtlssen. Bei der folgenden Untersuchung 
sollen zwei Systeme von je n^ Zahlen c, die man sich immer in quadra- 
tischer Anordpung geschrieben zu denken hat, als nicht verschieden be- 
trachtet werden, wenn man das eine der beiden Systeme aus dem anderen 
dadurch erhalten känn, dass man die Verticalreihen des letzteren in pas- 
sender Weise umstellt und die sämmtlichen Glieder gewisser der Vertical- 
reihen mit — I multiplicirt. Diese Auffassung erscheint gerechtfertigt, 
einmal, weil alle durch die genannten Operationen aus einem Systeme 
von Grössen c hervorgehenden neuen Systeme den fttr diese Grössen oben 
gesteliten Bedingungen (I), (II) gentlgen, sobald das ursprOngliche System 
es thut, dann aber auch, weil die den so entstehenden Systemen von 
Grössen c entsprechenden Gleichungensysteme (O) sämmtlich aus dem ur- 
sprtlnglichen dadurch erhalten werden können, dass man in demselben die 
Grössen x in passender Weise ihre Plätze wechseln lässt und zugleich ge- 
wisse derselben mit negativem Zeichen versieht. 
Man setze jetzt zur AbkUrzung: 



^11 JPi> ^12 P^J • • • ' 7 ^In — P 



nf 
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uiid bringc das System c,^, cj^o, . . . , c,,n för jedes /i von 2 bis n in die Form: 

c^a = i>i + Qi^ry ^/x2 = Pt + Qf^i^f • • • . f c,,„ = i?^ + y^ri 

es mttssen dann, wenn änders die Congruenzen (II) erfttllt sein sollen, die 
q sämintlich ganze Zahlen sein. Filhrt man diese AusdrQckc an Stelle 
der Grössen c in die Gleichungen (I) ein, nachdem nian dieselben in der 
Form : 



2 — .i-2 



^U "i ^12 r • • • + ^In — '^ 9 
^/tl "1 ^/x3 T" • • • "1 ^/*« = ^ > 

^ftl^fi'l 'T ^/42^/i'2 "T • • • T" ^/xn^/x'« =^ O, 

geschrieben hat, so crgeben sich för die ganzen Zahlen p und q zunächst 
die Gleichungen: 

P\+Pl+ ' " +pl = r\ 

0>? + . . . + i>') + 2(?),g,a + . . . + i>»!7;.«)'' + (7,u + • • . + QUy^ = r\ 

^ (i^? + . . . + i>') + {PiQ;,! + . . . + Png,iHy --^ O; 

I 

und weiter dann, durch passeude Verbindung derselbcn, die damit äqui- 
valenten Gleichungen: 

(0. P\+Pl + -.•+Pl=r\ 

(2) Pig^i + p^q^i + . . . + jj.y,.. = —r, 

(/i =2,3,..., wA 
/*'-» ».) 

(4) (7/zl(7/l + y,.2y;*'2 + • • • + y/*«!//i'n = I , 



!^'>lh 



deren ErfttUtsein umgekehrt immer auch das ErfuUtsein der Gleichungen 
(I) nach sich zieht. 
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Zunächst folgt iiun aus der Gléichung (3), dass von den n derselben 
Horizontalreihe angehörigen Zahlen q immer n — 2 den Werth o haben. 
mt^ssen, eine jede der beiden anderen aber einen der Werthe + r , — i 
besitzen muss. AUgemein sollen filr die /i^ Horizontalreihe die beidea 
von o verschiedenen Grössen q mit q^^ , q^^ bezeichnet werden, sodass 

also p^y a^ die diesen beiden Grössen q entsprechenden Stellenzahlen in 
der Reihe i , 2 , . . . , » sind ; welche der beiden Stellenzahlen aber mit 
yo^, welche mit a^ zu bezeichnen ist, das soU erst spater festgesetzt werden. 
Die Gléichung (4) zeigt dann weiter, dass irgend zwei, zu zwei verschie- 
denen Horizontalreihen gehörige, Zahlenpaare p^ a — />^ , o^ das eine, 
P^' 9 ^fi' d^ andere — immer in der Beziehung zu einander stehen, dass eine 
Zahl des einen Paares mit einer Zahl des anderen Paares tlbereinstimmt, 
wahrend die beiden noch tlbrigen Zahlen von einander verschieden sind; 
auch ergibt sich zugleich, dass die den beiden gleichen Stellenzahlen ent- 
sprechenden Grössen q denselben Werth, + i öder — i, besitzen mtlssen. 

Man känn nun dem Gefundenen entsprechehd zunächst in der zweiten 
und dritten Horizontalreihe die Bezeichnung far die Stellenzahlen der beiden 
jedesmal von o verschiedenen Grössen q so einrichten, dass p^ =? p^ ist; 
es ist dann ^Tg ^ ^^ . In Bezug auf die beiden zur vierten Horizontalreihe 
gehörigen Zahlen p^y tr^ sind jetzt, bei passender Wahl der Bezeichnungj 
nur die beiden f olgenden Falle möglich : entweder ist p^ = p^ = p^ und 
folglich (T^ so wohl von a^ wie von tr^ verschieden ; öder aber es ist />^ = <r, 
und folglich (t^ = (t^. Im letzteren Falle existirt zu den drei Zahlen- 
paaren /?,, tr^; yOg, a^; p^j a^ ttberhaupt kein viertes Zahlenpaar, welches 
der Bedingung genligt, mit jedem der drei Zahlenpaare eine und nur eine 
Zahl gemeinsam zu haben. Dieser Fall känn also nur ftip n = 4 ein- 
treten und soU im Späteren besonders behandelt werden. Im ersten Falle 
dagegen muss von den beiden der fönften Horizontalreihe zugehörigen 
Zahlen p^y tr^ die eine mit p^ = Ps = P^ tibereinstimmen; dieselbe sei mit 
p^ bezeichnet; die andere, a^y ist dann von <7,, ^3 und tr^ verschieden. 
Aus denselben Gr linden muss aber weiter von den beiden der sechsten 
Horizontalreihe zugehörigen Zahlen p^y tr^ die eine, die mit p^ bezeichnet 
werde, mit /o, = . . . = p^ ttbereinstimmen ; die andere, a^ , ist dann von 
ff^y . . . , (T^ verschieden. Indem man diese Schlussweise unter Beibehaltung 
der bisher angewandten Bezeichn ungsart fortsetzt, findet man allgemein 
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fttr die der /i^° Horizontalreihc zugehörigen Zahleii p^^ ö;», dass die eine 
derselbeDy die wieder mit p^ bezeichnet werde, mit />,,_i = ... = />, ftber- 
einstimmen muss; die andere, 0^, ist dann von ö-, , . . . , /r^^j verschieden. 
Daraus folgt aber schliesslich, dass die n — i Zahlenpaare: 

die Form: 

P^f ^i9 P$9 ^^J ' ' * ' 9 P99 ^n 

haben mtlssen, wo p^ eine bestimmte Zahl aus der Reihe i , 2 , . . . , n 
bezeichnet, <t, , ^3 , . . • , 0; die n — i tlbrigen Zahlen dieser Reihe sind. 
In welcher Reihenfolge die Zahlen /?, , ö*, , a^^ . . . , <t. mit den Zahlen 
ly 2j ... y n Ubereinstimmen, ist f Qr die beabsichtigte Bestimmung der 
Grössen c gleichgiltig, dk man durch passende Umstellung der Vertical- 
reihen des zugehörigen Systems der Grössen c jede mögliche Reihenfolge 
erzielen känn, solche Systeme von Grössen c aber, welche durch Um- 
stellung von Verticalreihen auf eines von ihnen reducirt werden können, 
nach frCkher getroffenem Cbereinkommen als nicht verschieden betrachtet 
werden. Das gewonnene Resultat verliert daher nichts von seiner Allge- 
meinheit, wenn man: 

^, = I , ^3 = 2, (7^ = 3 , . . . . , ^^ = n 

setzt Geschieht dies, so wird, wenn man allgemein unter e^ eine Grösse 
versteht, welche entweder gleich + i oåffv gleich — i ist: 



?31 — ?3i — • • • — ?»l — ^\y ?JJ — ^j > ?J8 — ^3 > • • • • > 9%n — ^ 



ny 



wåhrend alle noch tlbrigen Zahlen q den Werth o haben^ und es gewinnt 
durch EinfClhrung der so bestimmtcn Werthe der q in die oben fctr die 
Grössen c aufgestclltcn Ausdrtkcke das zu bestimmende System der Grössen 
c die folgende Fonn: 

Pl > Vi » Pi f • • ' ) Pn } 

Pi + Si»*» Pi — £,»•> i^s ' y ■'-, P» 

{!) i», 4- £,»•» Pi , i>, — «,»•, ' ■ ', Pn » . 

Px + Si»*» P, . P, J '", Pn — SnT, 
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bei der jetzt noch die n Grössen p als ganze Zahlen und die an Stelle 
der q getretenen Grössen e als Zahlen + i so zu bestimmen sind^ dass 
auch die Bedingungen (i), (2) erftillt werden. 

Fttr n = 4 tritt, wie schon oben erwfthnt, noch ein specielles System 
hinzuy das durch die Beziehungen p^= p^^ p^ = a^^ a^ = a^ charakterisirt 
isty und daSy wenn man ähnlich wie oben: 

Pi = ^y ^2 = 2, ^8 = 3 j 

auch: 

%l = ?81 = ^1 y 922 = 9^42 = — ^a » 9^88 = ^48 = " ^8 . 

setzty die Gestalt annimmt: 



w 



Px 


Ä 


> 


Ä 


> 


i»*» 


Pl + ^l^, 


Pi- 


-e,r, 


Pz 


> 


i>4» 


Pl + «,♦•, 


Pi 


> 


P%- 


-e,*-, 


i'4» 


Pl 


Pl- 


-e,r, 


Pt- 


-e,r, 


Pk- 



Die noch ausstehende Bestimmung der Grössen p und e auf Grund 
der Gleichungen (i), (2) soU jetzt zunächst bei dem allgemeinen Systeme 
(2') durchgeföhrt werden. BerClcksichtigt man, dass von den n in der 
Gleichung (2) vorkommenden Grössen g^^^, . • . , q^ nur die beiden Grössen 
q^x ui^d q^ einen von NuU verschiedenen Werth besitzen, und dass 
q^x = ^i ; ?fta = — ^11 gesetzt wurde, so erkennt man, dass die Grössen jp 
und e den Gleichungen: 

P? + JP? + . • . + i>i = r% 

^li^l — H'Pt^ = — ^> (/i-S.8 «) 

gemass zu bestimmen sind. Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt, 
da stets ej = i , e^ = i ist, fCkr jedes // von 2 bis n: 

und man erhftlt dann weiter, wenn man 
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setzt: 

Fohrt man die gewonnenen Ausdrttcke an Stelle der Grössen p in die 
erste der beidon vorher aufgestellten Gleichmigen ein, so geht dieselbc 
ti ber in: 

P{nP — 2e^r) = o, 
und es können daher för P nur die beiden Werthe: 



- • 



P = o, P=^ 

n 

auftreten. Im ursten dieser beiden Falle erhftlt man fftr die Grössen p 
die ganzzahligen Werthe: 

Pi=— ^i^y Pa = o, • . . . , i?^ = o, 

und das vorher aufgestellte, mit (2') bezeichnete System der Grössen c 
nimmt durch EinfQhrung dieser Werthe die Form an: 

O , — e,r, . . . , o , 

o , o , . . . , — e,r. 



(^i) 



Im zweiten Falle dagegén erhält man fUr die Grössen |) die 'Werthe: 

(2r \ 2r 2r 

- — ^J, 1>, =^,-, . . . . , Pn = e,-^ 

zugleich aber auch noch, da die Grössen p stets ganze Zahlen sein mttssen, 
fftr die ganze Zahl r die Bedingung, dass 2r durch n theilbar ist. Nimmt 



/ 



{!') 
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•man diese Bedirigung als erfuUt. an und f&hrt die gefundenen Werthe ån 
Stelle det Grössen j) in das System (J?) ein, so geht dåsselbe ftber in: 

(2r \ 2r 2r 

n J ^ n ' ' "• n 

2r l2r \ 2r 

* n '\ n / n 

å ' ... 

* ■ . ■ • 

2r 2r /2r \ 

Wird die entsprechende Untersuchung fllr das im Falle n = 4 noch 
hinzugetretene System (0) durchgefClhrt, so erhftlt man för die darin vor- 
kommenden Grössen p^, p^y jp, , p^ , wenn man noch unter e^ eine Grösse 
vecsteht, die ebenso wie e^, e^, e, entweder den Werth + i öder den 
Werth — I besitzty die Werthe: 

% 

^g JU$ ^M ^0 

I 

zugleich aber auch noch, da diese GrOssen stets ganze Zahlen sein mtkssen, 
fOr die ganze Zahl r die Bedingung, dass dieselbe gerade ist Nimmt 
man diese Bedingung als erfoUt an und fuhrt die. gefundenen Werthe 
an Stelle der Grössen p in das System {a) ein, so geht dåsselbe ttber in: 

r r r r 

— ^12' ^»2' ^»i' ^*i' 



(^) 



r r r r 

T • TT .T 

1 2 '2 '2 * 2 

r r TT 

Ein jedes der drei im Vorigen gewonnenen, mit (2J), (2^), {af) bezeich- 
neten Systeme von Grössen erfttllt die im Eingange dieses Artikels för 
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ein System von Grössen c gesteliten Bedingungen (I), (II), wenn nur, der 
gemachten Annahme entsprechend, allgemein sJ = i ist, und es känn 
daher för jede der Grössen e sowohl der Werth + i , als auch der Werth 

— I gesetzt werden, Die sammtlichen speciellen Systeme, welche auf 
diese Weise aus einem der drei Systeme (i/^'), (2*), (y) hervorgeben, 
können aber stets auf ein beliebiges unter ihnen dadurch reducirt 
werden, dass man bei jedem derselben die sammtlichen Glieder gewisser 
seiner Verticalreihen mit — i multiplicirt, und sind folglich nach frtlher 
getroffenem tTbereinkommen als nicht verschieden zu betrachten. Man 
känn daher, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu thun, bei den Systemen 
(2o)> {^\ {^) eine jede der Grössen s nach Belieben durch eine der beiden 
Zahlen + i , — i ersetzen. 

Bei dem Systeme (2J) setze man nun: 

£j = Sj = . . . = e„ = I ; 

es entstéht dann ein System von Grössen c, zu dem als Gleichungen- 
system (O) das System: 

rrTj = r^j , rrTj = ry, , . . . . , rrr, = ry^ 

gehört Dieses Gleichungensystem ist för das Folgende von keiner Be- 
deutung, da die ihm entsprechende Thetaformel, einerlei, welchen Werth 
man der ganzen Zahl r beilegt, in Bezug auf die darin vorkommenden 
Thetafunctiönen immer den Charakter einer identischen Gleichung besitzt. 
Bei dem Systeme (2^) setze man dagegeti: 

Sj = fij = ... = e^ = + i; 

dem dadurch entstehenden Systeme von Grössen c entspricht dann als 
Gleichungensystem (O), wenn man noch zur Abkörzung die ganze Zahl 

— mit g bezeichnet, also — = ^ setzt, das System: 



(O') 



{g — ry + ^a^« + . . . + go^'^ = rf\ 

gé^^ + {g — ry^ + . . . -f .9a^-> = *y«, 

4 
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Flir die weitere Untersuchung dieses Systems ist jetzt der Fall, wo n eine 
ungerade Zahl ist, von dem Falle, . wo n eine gerade Zahl ist, zu trennen. 
I.) £s sei n eine ungerade Zahl, n — 21; -f i; dann muss die ganze 
Zahl r, da 2r durch n theilbar sein soU, die Form r = k{2u + i) haben, 
wo. k eine ganze Zahl bezeichnet, und es ergeben sich weiter far g und 
g — r die Werthe g = 2kj g — r = k{i — 2 v). Nun ist aber die dem 
Systeme (O') bei beliebigem Werthe von ft entsprechende.Thetaformel von 
der dem Systeme (O') för k = i entsprechenden nicht wesentlich ver- 
schieden, insofem als man, Vie eine einfache tTberlegung z^igt, jene aus 
dieser erhalten känn, indem man jede der vorkommenden unabhängigen 
Veränderlichen v durch Ärt; ersetzt, wodurch dann gleichzeitig jede VariaUle 
u in ku abergeht. Man känn sich daher ftkr das Folgende, wo es sich 
um die Aufstellung der dem Systeme (O') entsprechenden Thetaformel 
• handelt, auf den Werth Ä; = i beschränken, öder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, den allén Coefficienten des Systems (O') gemeinsamen ganzzahligen 
Factor k durch Division entfernen, und man erhalt so ftlr den vorliegenden 
Fall, wo n eine ungerade Zahl ist, das wohl bestimmte f undamentale System : 



(O.) 



(i — 2vy^ + 23f^^ + . . . + 2a;<*'+" = (2 v + ly", 

2xf'^ + {i — 2vy^^ + . . . + 2a;<*'+'> = {2v + ly, 

2a;"> + 2a;<" + . ; . + (i — 2v)a;<*'+" = (2v + iy*'+'>. 



2.) Es sei n eine gerade Zahl, n = 2v; dann muss die ganze Zahl r, 
^ da 2r durch n theilbar sein soll, die Fonii r ^ kv haben, wp k eine ganze 
Zahl bezeichnet, und es ergeben sich weiter för g und g — r die Werthe 
g = ky g — r = ft(i — v). Aus denselben Grtlnden wie vorher känn man 
sich aber auch hier auf den Werth k = i beschrftnken und erhftlt dann 
fttr den vorliegenden Fall, wo n eine gerade Zahl ist, das wohl be- 
stimmte fundamentale System: 



(O,) 



(i _ ^y^^ + a^« + . . . + yP'^ = ^yi), 

a;») + (i — v)a;"> + . . . + a;"'> = vf\ 



é') + a;"' + . . , + (1 — v)a;<'"> = vf'\ 



I 
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Es ist jetzt schliesslich noji^h dag iin Falle n = 4 hinzugetretene' 
System [a) ii&her zu untersuchen. Bei demselben setze.man: 

*l *» *^8 — ^4 I * 

■ ... , 

und berftcksichtige, dass die ganze Zahi r bei diesem Systeme durch 2 
theilbar, also von der Form r == 2Ä; seiii mus», wo ft eine ganze Zahl* 
bezeichnet. Ebenso wie fröher känn man sich aber auch hier unbeschadet 
der AUgemeinheit auf den Werth ft = i beschrtlnkeh und crhält dann' 
aus dem Systeme {(of) ein System von Grössen c, dem als GleicHungen- 
system (O) das im Folgenden mit (o') bezeichnete System éntspricht Man 
hat däher, wenn man das aus (O^) fftr v= 2 hervorgehende specielle, im 
Folgenden mit (o) bezeichnete, System noch hinzunimmt; im Falle n = 4 
die beiden Systeme: 



(o) 



-e») L ic"> + x"> + x"> = 2f\ 

iC(«) + a;'»> _ a;«> + a;M) = j^", 

:c") + a;<») + é'^ _ a^o = 2if\ 



(o') 



a;(i> + a;"' + a;<»> + a;<*> = 2^», 

a:"> — a;"> + a;"' + a;'*' = 2y<»>, 

a^») -I- a;(») _ a;(3) + ^^4) ^ ^y^», 

a;(i) _ a;<«> — rr<«) + rc^ = 2j^*>, 



die zunächst als verschieden zu betrachten sind, da das Coefficientensystem 
des eincn nicht aus dem des anderen dadurch erhalten werden känn, dåsa 
man die Verticalreihen des letzteren in passender Weise umstelltund die 
sämmtlichen Glieder gewisser der Verticalreihen mit — i multiplicirt. 
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Nun känn man aber das System (o') aus dem Systeme (o) dadurch er- 
halten, dass man in der letzten Gleichung desselben y*^ durch — tf^^ er- 
setzt und zugleich linke und rechte Seite dieser Gleichung mit — i 
multiplicirt Die dem Systeme (o) entsprechende Thetaformel, die aus der 
Formel {0^ des Art. 3 flir r = 2 hervorgeht, wird daher in die dem 
Systeme (o') entsprechende Ubergehen, wenn man das System (-^ti^V) ^^ 
Stolle des Systems (t;^*^) setzt Da aber eine jede der in dieser FcHrmel 

• • • • • - 

vorkommenden Thetafunctionen in ihrer Charakteristik nur halbe. ZahlenJ 
als Elemente enthält und folglich entweder eine gerade öder eine ungerade 
Function ist, so bewirkt die Änderung des Argumentensystems {^*^ in 
( — t;^*^) bei dem auf der rechten Seite hinter dem Summenzeichen als 
allgemeines' Glied stehenden Thetaproducte nur die Ausscheidung eines 
Factors, der entweder den Werth + i öder den Werth — ^i besitzt, und 
es bleibt daher der Typus der ursprQnglichen Formel, der darin besteht, 
dass die sftmmtlichen Thetafunctionen eines Productes dieselbe Charak- 
teristik besitzen, erhalten. Aus diesem Grimde sind. die Systeme (o), (o') 
als nicht verschieden zu betrachten, und da zudem das System (o') in^ 
das der RiEMANN^schen Thetaformel zu Grunde liegende System (o) da- 
durch llbergefQhrt werden känn dass man bei demselben die sammtlichen 
Coefficienten der ersten Verticalteihe mit — i multiplicirt und dann die 
Verticalreihen der Coefficienten in passender Weise umstellt, so folgt 
schliesslich, dass auch die RiEMANN^sche Thetaformel von der dem Systeme 
(o) entsprechenden Thetaformel nicht wesentlich verschieden ist, und es 
ist daher die dem Systeme (O,) entsprechende, för eine beliebige gerade 
Zahl n = 2v auftretende Thetaformel (Formel (Ö,) des Art. 3) im engeren 
Sinne als die Verallgemeinerung der RiBMANN^schen Thetaformel anzusehen, 
w&hrend die dem Systeme (OJ entsprechende Thetaformel (Formel (Öj 
des Art. 2) als die zu einer beliebigen ungeraden Zahl n = sy -f ^ g^' 
hörige analoge Thetaformel erscheint. Diese Thetaformeln sollen jetzt 
hergestellt werden. 
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2. 

/ 

Die dem Systeme (OJ enteprechende Thetaformel soll zun&chst auf- 
gestellt werden. Bezeichnet man in diesem Systeme die Zahl 2v+.i 
wieder mit r. so nimmt dasselbe die Gestalt: 



(2 — r)a^'> + 



2a5<»> + . . . -i- 



(O,) 



20^" + (2 — ry\ + . . . -f 



2a^'> = »y»>, 



2a;<" + 



2ic<»> + . . . + (2 — r)a;<'> = ry'>, 



an; man hat aber dabei im Auge zu behalten, dass r eine ungerade 2^hl 
bedeutet. Lftsst man nun das in der vorigen Arbeit zu Grunde gelegte» 
allgemeine . orthogonale System (O) in das soeben aufgestellte specielle 
System (O,) Obergehen, indem man bertkcksichtigt, dass bei diesem letzte- 
ren n ■= r ist, so geht zugleich die dort aufgestellte, dem Systeme (O) 
cntsprechende Thetaformel {0) in die dem Systeme (O,) entsprechende 
fiber, und man erh&lt dadurch diese letztere in der Gestalt: 



0,l,-.,r— 1 



(f's)'*|;ra">)) . . . #|[ru<'>)) = 




«./» 



p'n 






p;<'>-| 


r 


fn/»| . 


.. » 


r 



iré% 



wobei die Grössen u lineare Functionen der als unabh&ngige Veranderliche 
anzusehenden Grössen v bezeichnen, definirt durch die p Gleichungen- 
systeme: 



mf = (2 - ry;> + 



2i/;> + . . . + 



2t; 



(••) 



/« » 



<> = 



2t;»> + (2 



rK' + 



•f 



2<\ 



(;i«I,2,...,j») 



<> = 



2 C + 



2t/;>-f ... +(2 — r)<>; 



/ 



« 
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wobei femer fftr /i = i , 2, . . . , p: 



ä^> = .{2 . 


- fK* + 


2<> + . . . 


+ 


2<', 


sr- 


2<> + (2 - 


-»•)a;?'+ ... 


+ 


2«r, 


ä;'>- 


2<" + 


2<"+ ... 


■¥{2- 


- r)a';\ 


Ä^-(2- 


- *•)/?;' + 


2y9?' + . . . 


+ 


2Ä^ 


• • • • 


- 2Ä" + (2 - 

• • • • 


• • * • • • 


+ 

• • 


2Ä^ 

• • • 



und die Summation auf der rechten Seite in der Weise auszufQhren ist, 
dass jede der rp Grössen a, wie auch jede der rp Grössen y9 unabhängig 
von den anderen die Werthe o, i, • . . , r — i durchl&uft; wobei endlicfa 
s die noch zu bestimmende Anzahl der nach dem Modul r incongruenten 
öder, was auf dasselbe hinauskommt, der ausschliesslich aus Zahlen der 
Reihe o, i , . . . , r — i als Elementen gebildeten Lösungen des Congru- 
enzensystems: 

(2 — r)if^^^ -f 2rc^*^ + . . . -f 235^''^ = o (mod r), 

2x^'^ + (2 — ry*> + . . . + 2rr^'-> = o (mod r), . 



20^'^ + loc^^^ + ... + (2 — ry^ = o (mod r), 

bezeichnet. 

Um den Werth der Zahl s zu bestimmen, bertlcksichtige man, dass die 
r Formen, welche die linken Seiten der soeben aufgestellten Congruenzen 
bilden, in fraher angegebenem Sinne einander congruent sind nach dem 
Modul r, un,d dass in Folge desscn die Lösungen des Congruenzensystems 
identisch sind mit den Lösungen einer einzigen der in ihm enthaltenen 
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Congruenzen, öder, was auf dasselbe jtioauskomiDt^ mit deil Lösungen der 
Congruenz: 

2a^'> + 20^*^ + ... + 2a;<'> s o (lÄod r). 

Diese Congruenz besitzt aber r^'* nach dera Modul r incongruente Lö- 
sungen; raanerhalt dieselbcn, wenn man in den Oleichungen: 



(r) 



an Stelle des Systems der r — i Zahlen ^^^\ ^^^\ . . . , f ^'^^^ der Reihe 
nach die sammtlichen r^~^ Variationen der Eleménte o, i , ; . . , r — i 
zur (r — i)**° Classe mit Wiederholung treten l&sst und jedesmal dann far 
f^*"^ diejenige einzige Zahl aus der Reihe o, i, . . , , r — i setzt, welche 
der Congrilenfc: 

' 2^lr) = _ 2^0) _ 2e<«> ^ .. . —. 2e<^»> (mod t) ' 

.... f 

gfentigt: Eö ist denmach s = r^*. 

Die alif der rechten Seite der aufgestellten Thetafonhel bei der Autf- 
ftthrung der Summatiön anftretenden r**^ Thetaproduete können mit Httlfe 
tfer Relationen: 



^jrt 



auf eine gcringere Anizahl reducirt werden. Zu dem Ende setze man 
för fi= if 2, . . .f p: 

2a»> + 2o?>.+ . . . + 2<> =^A^, 

2p^^+2pf+ ... +2^<r> = B„ 
und bnnge.die GrOssen ä, js in die Fon^: 



t t 



5^." = A, - r«»>, 5?> = ^, - r«?>, . . . . , a^') = ^, - <>, 



Ubcr dic Verallgemeincrung der Ricmann schen Thctaformel. 
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Unter Benatzung der soeben augeschriebenen Httlfsformeln erhält man dann 
die Relation: 



» 



r 
L T . 



(Kl = 




{rv^^^)) = f^ 



A 
r 

B 
r_ 



({ré'^}e 






fQr V = I, 2, . . • , r, und weiter, da fftr /£ == i, 2, . . . , ^: 



Ä 



^;:> + i?r+ ... +i?r=? 



ist, die Gleichung: 




«*" 






A 






^ 


r 


(Kl 

■ 


- » 


r 
B 


(K'>)) . . 


.i9 


r 
5 


r _ 






_r_ 


• 


. 


_r. 



At=p 



((rt;<'>))e 



-r Z4'-^/««» 



/i«=l 



Dabei ist, wie es bisher stets geschehen, durchgehends eine Charakteristik 
von der Form K* * " fn abgekQrzt durch I ^ I bezeichnet. Auf Grund der 

letzten Gleichung nimmt nun die aufgestellte Thetaformel, wenn man 
darin noch an Stelle von s den daför gefundenen Werth r*""^ cinftthrt 
und, indem man beröcksichtigt, dass die ganzen Zahlen -4, B sämmtlich 
gerade sind, 



11= p 



V A,.B,.7n 



r- I 



fi^p 



e 



I 

durch e '^' 



^A B m 



ersetzt, zunächst die Gestalt an: 



o, l,...,»*— 1 



f^''''^^^ru''))../»im^')) = 



A 
r 

B 




» 



(K'>)) ...» 



A 

r 

B 
.f-J 



r— I 



/i-p 



ZA^B^in 



Bei der Ausfnhrung der auf der rechten Seite dieser Formel an- 
gedeuteten Summation durchläuft jede der 2p in der Charakt^ristik : 



B]-B:|] 
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sowie in dem hinter dem Thetaproducte stehenden Exponentialfactor vor- 
kommenden Grössen -4^, . ; ., Apy B^j . . ., B^ unabhängig von den an- 
deren die Reihe der r** ganzen Zahlen, die aus 

2x^^^ + 2rc^^> + . . . + 2a;^'-> 

hervorgehen, wenn man an Stelle des Systems der r Grössen af^^^ af^^\ . . . , rr^'' 
der Reihe nach die sämmtlichen Variationen der Elemente o, i,..., r — i 
zur r^° Classe mit Wiederholung treten lasst. Bertlcksichtigt man nun, 
dass die Congruenz: 

2x^^^ + 2x^^^ + . • . + 2(x^''^ = O (mod r), 

wie schon oben angegeben, r^""^ nach dem Modul r incongruente Lösungen 
besitzt, dass aber auch eine jede der r — i aus der Congruenz: 

2x^^^ + 2x^'^^ + . . . + 2x^^^=p (modr) 

för |0=i, 2, ..., r — I hervorgehenden Congruenzen r^"^ nach dem 
Modul r incongruente Lösungen hat, welche in jedem Falle aus einer be- 
liebigen unter ihnen erhalten wcrden können, indem man zu derselben 
der Reihe nach die r^"^ Lösungen der Congruenz: 

2x^^^ + 2x^^^ + . . . + 2x^''^ = O (mod r) 

addirt und die dabei auftretenden Zahlen auf ihre kleinsten positiven 
Reste nach dem Modul r reducirt, so erkennt man, dass von den f*^ an 
Stelle einer jeden der 2p Grössen A^, • . . , Aj,y 7?^, . . . , Bp auftretenden 
ganzen Zahlen r^"^ der Zahl o, r^"^ der Zahl i, . . . , endlich r*""^ der 
Zahl r — I congruent sind nach dem Modul r . Dieses Resultat känn 
man aber, wenn * man zwei Charakteristikcn, deren entsprechende Elemente 
sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, congruent nennt, auch dahin 
aussprechen, dass die Charakteristik: 



m:^ 



t)bcr dic Vcrallgcmeinerung der liiemaDD\*chcn Thctaformcl. 
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bei der Ausftlhrung der Sumrnation (r'*'"^)^^-mal einer jeden derjenigen^' 
speciellen Charakteristiken congruent wird, welche aus 



B]=B:a 



hervorgehen, wenn man darin an Stclle des Systems der 2p Buchstaben 

. . , e' der Reihe nach die sämmtlicheij Variationen der 



Elemente o, i, . ./. , r — i zur 2^**° Classe mit Wiederholung treten Iftsst, 
und welche in der Folga Normalcharakteristiken genannt werden sollen. 
Nun andert aber das auf der rechten Seite der obigen Thetaformel hinter 
dem Summenzeichen stehende Thetaproduet, wie aus den frtlher aufgestcU- 
ten Hlilfsformeln folgt, seinen Werth nieht, wenn man die Charakteristik 
Ä 

durch eine ihr congruente ersetzt, und da auch die hinter dem Thcta- 



r 
B 



producte stehende Exponentialgrösse, weil r — i eine gerade Zahl ist, 
ungeandert bleibt, wenn man die 2p Zahlen A^ B um ganze Vielfache 
von r andert, so känn man die Summe von r^""^ Gliedern, welche die rechte 
Seite der in Rede stehenden Formel biidet, durch das (r^'"*)^'-fache der- 
jenigen Summe ersetzen, die entsteht, wenn man in dem Ausdrucke: 
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e 






e 
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K")) 


, • • u 
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e 
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r _ 






_r 



fiT 



- 2. Vm'^ 



(Kl e 






an -Stelle des Systems der 2p Buchstaben ei, . . ., e^, ej, . . ., s^ der Reihe 
nach die sammtlichen Variationen der Elemente o, i , . . . , r — i zur 
ip^"" Classe mit Wiederholung treten lasst und die Summe der so ent- 
stehenden r^' Terme biidet. Dividirt man dann noch linke und rechte 
Seite der auf diese Weise entstandenen Formel durch ir'^~^Y'* = r^'''-*-'>^ so 
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erhält !nun schliesslich dic dem Systeme (Oj) entsprcchende Thetaformel 
in der cinfachen Gestalt: 



(ö.) 



o, l,....r — 1 

r''*((rM<'>))...iii((rw<^>))= > * 







r 

* 
c 

r 



H"))...i9 



r 
> 



r — I 



ti^p 



irv^'))e 






I » 

fl' fl' 



bei der also r eine ungerade Zahl bezeichnet, die auf der rechten Seite 
angedeutetc Suinmation in der Weise auszuftlhren ist, dass an Stelle der 



Charakteristik 






der Reihe nach die samnitlichen r^^ Nortnalcharakte- 



ristiken treten, endlich die Grössen u die durch die Gleichungen: 



<> = (2 - r)<> + 



2<^ + . . . + 



2lf 



<»•) 



/» » 



<> = 



2t;0) + (2 _ r)t;;?) + ... + 



2 v 



(r) 



M 9 



(/i=l,2,...,P) 



r<> = 



i,»(i) 



2v]r + 



2<>+ ... + (2— r)<>, 



definirten linearen Functionen der als unabhängige Veranderliche anzu- 
sehenden Grössen v bezeichnen. 

Lässt man auf der rechten Seite der gewonnenen Formel (ÖJ, indem 
man un ter tju . . •, ly^, lyj, . . ., rj^ beliebige ganze Zahlen versteht, die 
Systeme : 



{rv^^^)f . . . , {rv^''^) ttbergehen in ( rv^^^ + 



1 

r 
r 



• • • 



rv'''^ + 



1 

r 



SO geben dudurcb gleichzeitig dic auf der linken Seite stehenden Systeme: 



(rw<^>), . . . , (m<^>) ttber in ru^'^ + 



1 

r 

r 



rw^^^ + 



1 

r 
r 



t^bur (lic Verallgenjcincrung der Kicxann i>chcD Thotafornicl. 
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und man erhalt, wenn inan die, in der Formel (A) der vorhergehenden 
Arbeit als specielle FäUe enthaltenen, Formeln: 




rv'"^ + 




= * 




ti'«pii =p 






/ 



/ 






w 
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r 
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(v- 1,1,..., O 



= # 
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* 



(Kle 






anwendet und unter Berttcksichtigung der llelation: 



v=^r 



v—r 



T %!.'> = r vi") 



v=l 



7* 



v=l 



(/t=l,2 P) 



die den beidcn Seiten gcmeinsamen Exponentialfactoren durch Division 
entfernt, zunächst: 




***i^\|(K''))...«| '. KKl 




o, l,...,»" — 1 




(K')) 




r— I 



/x-p 



((rt;<^>))e 






- Z vV'^' 



* 1* •••» - j» 



Auf der rechten Seite dieser Gleichung setze man nun f ör jedes /£ von i hisp: 



^ji = ^/t 7;t; 
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es geht dann das hinter dem Suinmenzeichen stehende allgemeine Glied 
ftber in: 
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_♦•« 



H»j...# 
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r— I 



fi^p 



r-i 



At-p 



r-i 



A«-p 



ffv^le 



7- 2. «/*« /t'» ^ i. V ;t^ T' ^ (v A»'^'?;i*;«)^ 



;*-l 



.e 



;»-i 



•6 



M-i 



und da bei der Ausftlhruiig der Sunimation die Charakteristik 






e 



ein 



und nur ein Mal einer jeden der r^'' Normalcharakteristiken congruent 
wird, weiter auch das soeben angeschriebene allgemeine Glied der Summe 
sich nicht ändert, wenn man die Zahlen éi, . . ., ép, éj, . . ., é^ durch 
irgend welche ihnen nach dem Modul r congruente, speciell also durch 
ihre kleinsten positiven Reste nach dem Modul r ersetzt, so känn die 
Summation in Bezug auf die Grössen é, é' auch in der Weise ausgeftlhrt 



werden, dass die Charakteristik 



e 
r 



• * 



_r_ 



die Reihe der r^^ Nonrialcharak- 



teristiken durchlftuft. Man gelangt so, wenn man schliesslich noch die 
Punkte bei den Buchstaben é, k' unterdrftckt, zu der Formel: 
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5^ vV'" 



r— I 



;t»p 
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Lässt man jetzt weiter, indem man unter p^^\ p'^''\ v»! I r' ^^P 
ganze Zahlen versteht, welche för jedes /jl von i bis p den Bedingungen: 

p'^' +pT+"-+ pV == o, /,;" + ^;'> + . . . + ^;'> = o 



Ober die Verallgemeineniog der Riemann^schcn Thctaformel. 
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gentlgen, anf der rechten Seite der letzten Formel die Systeme: 



{rv^^% • . . , {f¥^^) tlbergehen in ( rv^^^ + 



>(i) 



•O) 



rv^'^ + 



sn 



'(r) 



8o gehen dadurch gleichzeitig die auf der linken Seite stehenden Systeme: 



(rw<'>), . . . , (rw^'->) tlber in ( rw<^> 



r 



rw*'* — 



r 

Ar) 



und man erhalt, indem man die Formeln: 
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r^^'^ + 
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((ry^le 






(v-l,2....,r) 
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rw 



(v) 
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,-/«) 






;i«p/x »p 



(K^^je 









anwendet und unter Beröckaichtigung der Relation 



v=r 



v—r 



(>')4,(v) 



5:/t>r< 



(»')-.i('') 



■5:/>r< 



(/x = 1.2,...,p) 



v-1 



w-1 
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die den beiden Seiten gemeinsaraen Exponentialfactoren durch Division 
entfernt, schliesslich die Formel: 



0.1. ....r-i r—i^':^ r"^^^(i)~l V^j-Jr)-^ r-^i^^ . . 




/* = ! Xil *^ i//_.(l)\\ JO I ^ l//....(rn\^ ^-1 









* *.•;.«''•''"'•••*.■;„«'"''"'* 



Diese Formel umfasst die Formeln (ÖJ, (ÖJ) als specielle Falle iind ist 
zuglcich die allgemeinste derartige Formel. 

Die Formeln (öj, (ö(), (ö'/) entsprechen beziehlich den Formeln 
(ö), (ö'), (ö") der vorhergehenden Arbeit, und es hatte, ebenso wie (ÖJ 
ans {0) abgeleitet wurde, auch (ÖJ) aus (ö'), (ö'/) aus {8") direct abgeleitet 
werden können; nachdem aber einmal die Formel (ÖJ gewonnen war, 
crschien das hier zur Herstellung der Formeln (ÖJ), (ÖJ') eingeschlagene 
Verfahren als das einfachere. - 

Setzt man in der Formel (öj'): 

(1) -1 r e + Z*-) 






(K'))...,9| .^'^^^ l(K'>))c 








((«/' 


'>))c *■ 
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/4=1 
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wobei die den Buchstaben Xy x' beigefögten Zeichen [s], [tj] die Complexe 

[, . . . p %^ * " ^f beziehlich vertreten sollen, und setzt zueleich, 



r-l ^ ;t=»p 



jndem man zur Abktlrzung e '' mit r, Z (^y^s^ — ly^ej mit [i7]|[e] 
bezeichnet: 



t)bcr die Vcrallgcmeiocrung der RiemaDD schen Thetaformol. 265 

so entateht aus der genannten Formel die Gleichimg: 

und es ist dabei die auf der rechten Seite angedeutete Suramation tiber 
alle Terrne zu erstrecken, die ans dem allgemeinen Gliede hervorgehen, 
indem man darin an Stelle des Systems der 2p in [e] vorkommenden 
Buchstaben 6:^, . .., e^, ej, . . ., Sp der Reihe nach die sämmtlichen r^^ 
Variationen der Elemente o, i, . . ., r — i zur 2jp**° Classe mit Wieder- 
holung treten lässt Die letzte Gleichung umfasst, da das mit a^J^i be- 
zeichnete Thetaproduct ungeändert bleibt, wenn man die Grössen 7i,...,7p, 
lyj, ..., lyp um ganze Vielfache von r ändert, im Ganzen nur r'^^ verscHiedene 
specielle Gleichungen; man erhalt dieselben, wenn man an Stelle des 
Systems der 2p in [rj] vorkommenden Buchstaben ly^, ..., rjpj iy{, ..., tj^ 
der Reihe nach die r^^ soeben angefllhrten Variationen setzt. Das auf 
diese Weise entstehende System von r^^ linearen Gleichungen, dem man 
durch passcnd gewählte Anordnung eine ftbersichtliche Gestalt verleihen 
känn, lässt sich fttr die Untersuchung der aus der Formel (öj') entspringen- 
den Relationen zwischen Thetafunctionen mit Vortheil verwenden. 



3. 

Es soU jetzt die dem Systeme (0^) entsprechende Thetaformel auf- 
gestellt werden. Bezcichnet man in diesem Systeme die Zahl p wieder 
mit r, so nimmt dasselbe die Gestalt an: 



(OJ 






Aeta mathtmatiea. 8. Imprlmé 18 Octobre 1883. 34 
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Lfisst man nun das in der vorhergehenden Arbeit zu Grunde gelegto, 
allgeineine orthogoiialc System (O) in das soeben aufgestellte specielle 
System (0^) tibergehen, indem man berttcksichtigt, dass bei diesem lotzteren 
n = 2>* ist, so geht znglcich die dort aufgestellte, dem Systemc (O) dnt- 
sprechende Thetaformel [ff) in die dem Systeme (O^) ent^prechende tiber, 
und man erhält dadurch diese letztere in der Gestalt: 



0,1,.. , 



{r'"-$Y/H(rn^'^)) . . . *((rM<"->)) = 




(K")) . . . # 



a 



(2r)-l 



r 



inP% 



wobei die Grössen u linuare Functionen der als unabhängige Verander- 
liche anzusehenden Grössen v bezeichnep, definirt durch die p Gleichungen- 
systeme: 



ru]l^ = (i —r)v]!^ + 



<^ + . . . + 



r<> = 



r<^> = 



,(1) 



vr + 



v 



(2r) 



/* ' 



<> + (r-r)<>+...+ 



V 



(»r) 



/« » 



<> + ...+ (i -,>r; 



(/«=], S,...,p) 



wobci femer fOr fi = i, 2, . 



p: 



'<' =(i-rH" + 



<' + . . > + 



-(2) __ 
7* 






Ä^' = 



/9f> = 



«{.'' + (I 



<" + 



^1) _(i_,.)^i) + 



Ä" + (^ 



/5^:' + 



,(2r) 



r)««> + . . . + 


«r, 


«<'"+...+ (I - 


- r)o^r, 


/5fr + . . . + 


i^r, 


»■W' + . . . + 


i^r\ 



y5!.^)+...+(i-r)^r', 



und die Summation auf der recliten Seite in der Weise auszuffthren ist, 
dass jede der 2779 Grössen a, wie auch jede der 2rp Grössen y9 unabhängig 



/ 
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von den andercn die Werthe o, i, . . ., r — i durehlauft; wobei endlich 
s die noch zu bestininiende Anzalil der nach dem Modul r incongruenten 
öder, was auf dasselbe hinauskommt, der ausschliesslich von Zahlen aus 
der Reihe o, i,.. .,r — i als Elementen gebildeten Lösungen des Con- 
gruenzensy stems : 

(i — r)x^^^ + x^^^ + . . . + x^^"^ = o (mod r), 

a;^) + (i — ry^> + . • . + x^^'^ = o (mod r), 



bezeichnet. 

Um den Werth der Zalil s zu bestimmen, berttcksichtige man, dass die 
2r Formen, welche die linken Seiten der soeben aufgestellten Congruenzen 
bilden, in frilher angegebenem Sinne einander congruent sind nach dem 
Modul r, und dass in Folge dessen die Lösungen des Congruenzensystems 
identisch sind mit den Lösuno^en einer einzigen der in ihm enthaltenen 
Congruenzen, öder, waS auf dasselbe hinauskommt, mit den Lösungen der 
Congruenz: n . 

a;(i) + x^^) + . . . + x^''^ = o (mod r). 

Diese Congruenz besitzt aber r^**"^ nach dem Modul r incongruente Lö- 
sungen; man erhalt dieselben, wenn man in den Gleichungen: 

an Stelle des Systems der 2r — i Zahlen ^^^\ c^^\ . • • > $^^'"~^^ der Reihe 
nach die sämmtlichen r^''"^ Variationen der Elemente o, i , . . . , r — i 
zur (2r — i)^° Classe mit Wiederholung treten lässt und jedesmal dann 
fiir c^*''^ diejenige einzige Zahl aus der Reihe o, i, ..., r — i setzt, 
welche der Congruenz: 

J(2r) ^ _ J(l) _ J(2) _ . . . _ ^(2r-l) (.^^J ^J 

genttgt. Es ist demnach s = r^*'"^. 

Die auf der rechten Seite der aufgestellteu Thetaformel bei Aus- 
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ffthrung der Suinmation auftreteiiden r*'^'' Thotaproducte köiiuen mit Htllfe 
der Relationen: 



(;tel,3,...,p) 



"K;:::*/; .:■.■.»:>» =*K:.:v.'.'*;]'*"'" 



auf eiiie gcringere Anzahl reducirt werden. Zu dem Ende setze man 



fftr 



I, 2, 



• • • 



p: 



<^' + <' + ... + «r = A- 



und bringe die Grösscn et, y9 in dic Form: 



^P = A,,-ra»\ «f = 4. 



«^(2) -(Sr) 

'^fi y • • • . , u^ 



= J 



/t 



/<\ 



3(1) _- B ^.,3(1) :g(2) __ t; ^.OC-i) 5C2r) ._ T> ^^:2r) 

Untcr Benutzung der soeben angeschriebencn Ht\lfsformcln erhält man 
dann die Relation: 



*U".> (K")) = '5'k " |(K1 = « 



A 
r 

B 

.r ^ 



/*=!' 



({rv^'^))e 






fur v = I, 2, . . . , 2r, und weitcr, da fttr /i = i, 2, . . . , ^9: 



/^^^ + Ä''^ + . . • + y5jr = -B. 



ist, die Gleichung: 



*[^Jt"'"i *[jL.] 



((ry"'>)) = Ö 
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irv^l-' 
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/£ = P 



f rt;"l e 






tfber dic Vcrallgcnieincrung der Ricmann sclicu Thctafbrmel. 



2Ö9 



Dabei ist, wie es bisher stete gesehehen, durchgehciids cine Charakteristik 

von der Form / i'^ abgektlrzt durch ^ bezeichnet. Auf Grund 

der letzten Gleichung nimmt nun die aufgestellte Thetaformel, wenn man 
darin noch an Stelle von s den dafilr gefundenen Werth r**^^ einfdhrt, 
zunächst die Gestalt an: 



0,l,...,r— 1 
a, fi 
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•* ' 
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' (K^.. 


. # 
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B 




B 


_r 




_r. 



J^'=p 






Bei der Ausftthrung der auf der rechten Seite dieser Formel angcdeu- 
teten Summation durchläuft jede der 2py in der Charakteristik: 





sowie in dem hinter dem Thetaproducte stehenden Exponentialfactor vor- 
kouunenden, Grössen -4^ , . . . , ^^, JS^ , . . . , B^^ unabhängig von den anderen 
die Reihe der r'*' ganzen Zahlen, die aus: 



.(2) 



(3r) 



^(1) ^ ^(2) ^ _^^i 



hervorjgehen, wenn man an Stelle des Systems der 2r Grössen ■x^^\ x^'\ ..., x^'^''^ 
der Reihe nach die sämmtlichen Variationen der Elemente o, i, . . ., r — i 
zur 2r^° Classe mit Wicderholung treten lässt. Berticksichtigt man nun, 
dass die Congruenz: 

^(1) ^ ^(2) + . . . + x^"-^ = o (mod r), 

wie schon oben angegeben, r^''""^ nach dem Modul r incongruente Lösungen 
besitzt, dass aber auch eine jede der r — i aus der Congrueiiz: 

^(1) ^ ^(2) + . . . + a;^»'-) = ^ (mod r) 



fttr p == ly 2, ...,r — I hervorgehenden Congruenzen r^'""^ nach dem 
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Modul T incongruente Lösungen hat, welcho in jedeni Falle aus einer 
beliebigen unter ilinen erhalten werdcn können, indem man zu derselben 
der Reihe nach die r'*'*^^ Lösungen der Congruenz: 

aj(^) + a;^2) + . . . + a;^^^> = o (mod r) 

addirt und die dabei auftretenden Zahlen auf ihre kleinsten positiven Reste 
nach dem Modul r reducirt, so erkennt man, dass von den r^** an Stelle 
einer jeden der 2p Grössen A^, ..., Apj l\y ..., B^ auftretenden ganzen 
Zahlen r"'-^ der Zahl o, r^'-' der Zahl i, ..., r"'-^ der Zahl r— i 
congruent sind nach dem Modul r. Dieses Resultat känn man aber, wenn 
man zwei Charakteristiken, deren entsprechende Elemente sich nur um 
ganze Zahlen unterscheiden, congruent nennt, auch dahin aussprechen, dass 
die Charakteristik : 

A, A. 





m 

bei der Ausffthrung der Summation (r^''"^)^Mnal einer jeden derjenigen 
r^^ speciellen Charakteristiken congruent wird, welche aus: 





hervorgehen, wenn man darin an Stelle des Systems der ip Buchstaben 
^19 •••> ^py ^\} •••> ^p der Reihe nach die sammtlichen Variationen der 
Elemente o, i, . . ., r — i zur 2j9^° Classe mit Wiederholung treten lässt, 
und welche in der Folge Normalcharakteristiken genannt werden sollen. 
Nun ändert aber das auf der rechten Seite der obigen Thetaformel hinter 
dem Summenzeichen stehende Thetaproduct, wie aus den frtther aufge- 
stellten Htilfsförmelnfolgt, seinen Werth nicht, wenn man die Charakteristik 



durch eine ihr congruente ersetzt, und da auch die hinter dem Theta- 



r 
B 

producte stehende Exponentialgrösse ungeändert bleibt, wenn man die 2p 



tTber die VcrallgdueiDerung der Riemannscbcn Thctaforniel. 
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Zahlen A, B iim ganze Vielfache von r ändert, so känn nian die Summe 
von r*'''' Gliedern, welche die rechte Seite der in Rede stehenden Formel 
biidet, durch das (r^''~y''-fache derjenigen Summe ersetzen, die entsteht, 
wenn man in dem Ausdrucke: 



i9 



e 
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r 



(K»)) 



»5» 



£ 

r 

£ 



{(riP'-))e 






an Stelle des Systems der 2j) Buchstaben e^ , . . . , e^ , sJ , . . . , s^ der Reihe 
nach die sRmmtlichen Variationen der Elemente o, i, ..., r — i zur 
2pt«° Classe mit Wiederholung treten lasst und die Summe der so ent- 
stehenden r^^ Terme biidet. Dividirt man dann noch linke und rechte 
Seite der auf diese Weise entstandenen Formel durch (r^**-^)^^ = t^^''-*)/'^ 
so erhält man schliesslich die dem Systeme (O^) entsprechende Theta- 
formel in der einfachen Gestalt: 



o, l,...,r— 1 



(Ö,) r''i9((rM<»))...#-M<''')) = 
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(K^>)) ...» 
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£ 



/ir-p 



((n;^''-^))^ 



~ Z- ^»^ fi^' 



ii^\ 



bei der also r eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, die auf der rechten 
Seite angedeutete Summation in der Weise auszufiihren ist, dass an St-elle 



der Charakteristik 



e 



der Reihe nach die sämmtlichen r'^ Normal- 



charakteristiken treten, endlich die GrÖssen u die durch die Gleichungen: 
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definirten linearen Functionen der als unabhängige VerJVnderliche an- 
zusehenden Grössen v bezeichnen. 
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Lasst man aiif der rechten Selte der gewonnenon Formel (^j), indem 
man unter ly,, ..., ly^, oy',, ..., lyj, beliebige ganze Zahlen versteht, die 
Systeme : 



(rr^^% ..., {rv^^'^) ttbergehen in I rv^^^ + 



5. 

r 



y , , . y 



y^^n ^ 



1 

r 

5. 
r 



SO gehen dadurch gleichzeitig die auf der linken Seite stehenden Systeme: 



(r/i<'>) , . . . , (r?/'''>) Uber in [ ni^'^ + 



1 

r 

5. 
r 



j • ' • j 



ru^^ry ^ 



r 



und man erbält, indem man die im vorhergehenden Artikel an der ont- 
sprechenden Stellc angeschriebenen Htllfsformeln fftr j;= i, 2, ..., 2r 
anwendet und wieder untcT Berticksichtigung der Relation: 



v=2r 



v=2r 



Z «!." = Z t;W 



v^l 



7* 



v»=l 



Oi-1, 2, .... P) 



die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division 
entfernt, zunächst: 




M Winn n\ krun 




0. W;^ Tej^" 

6 i« ...| € p 



((rr">)) 



••• *L'i,-r^*'''''''^^^ 



/t«p 






/t-1 



/*"1 



Auf der rechten Seit« dieser Gleichung setze man nun fttr jedes /i von 
I bis p: 



^/i — ^fi 7/.? 



»/* -/t 7/x > 



t^ber die yerallgemcioerung der RicmaDn^schrn Thetaformel. .273 

es geht dann das hinter dem Summenzeichen stehende allgemeine Glied 



tlber in: 



» 



e 
r 



e 



_f J 



((rv<'>)) ...» 



£ 

r 



•f 

c 



_^_ 



--/*-p 



/l=p 



/i-p 



(K''>))6 






/i=i 



.e 



/i-i 



.e 



IL^\ 



und da bei der Ausföhrung dér Summation die Charakteristik 



c 



ein 



und nur ein Mal einer jeden der r^^ Normalcharakteristiken congruent wird, 
weiter auch das soeben angeschriebene allgemeine Glied der Surame sich 
nicht andert, wenn man die Zaklen éi, ..., ép, é{, ..., ép durch irgend 
welche ihnen nach dem Modul r congruente, speciell also durch ihre 
kleinsten positiven Reste nach dem Modul r ersetzt, so känn die Summa- 
tion in Bezug auf die Grössen é, é' auch in der Weise ausgeftthrt werden, 



dass die Charakteristik 



£ 

r 



£ 



die Reihe der r'' Normalcharakteristiken 



durchlftuft. Man gelangt so, wenn man schliesslich noch die Punkte bei 
den Buchstaben é, é' unterdrtlckt, zu der Formel: 



(^0 



r'# 



2. 

r. 



(K'>)) ... » 



1 

r 

* 

r 



((;-w^"->)) e 






0,l,...,r — 1 




e 



/i-l 



2 

r 



i9 



I •••» 



£ 

r 

£ 



(K»j ... » 



£ 

r 

£ 



ji^P 



((rt?<*'->))e ""' 



ff || •••! ff Jl 



»» • • • ♦ I 



ganze Zahlen versteht, welche för jedes /i von i bis p den Bedingungen: 



Lässt man jetzt weiter, indem man un ter p^'^\ p^l"^^ \^\^ \r^ 4^^ 
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/(3) 



>r + /or + . .. + />; 



'(2r) 
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genögen, auf der rechten Seite der letzten Formel die Systeme: 



(rv^'% ..., (rt;^'''^) abergehen in ( ré'^ + 



r 



,...,. rv'''' + 



,(2r) 

r 

»(2r) 



80 gehen dadurch gleichzeitig die auf der linken Seite stehenden Systeme: 



(rw^^>), ..., {ru^^'^) Qber in rU 



(1) 



r 

AD 



> • • • > 



ru 



(2r) 



pr) 

r 




und man erhält, indem man die im vorhergehenden Artikel an der ent- 
sprechenden Stelle angeschriebenen Htilfsformeln fQr u= i, 2, ..., 2r 
anwendet und wieder unter Bertlcksichtigung der Relation: 



> '^j 



v = 2r 



w = 2r 



i:^«<) = 



^(v)^(w) 



(;i-l,2, ...,!)) 



die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfaetoren durch Division 
entfenit, schliesslich die Formel: 



m 



»*# 



m 



(K»)) 






2/* = P 



0,1,.. ,r— 1 




2 

r 



e 



£| , •••> Sj» 
« 1* .••, e p 






(K>)) 






7* = P 



))e 






Diese Formel umfasst die Formeln (ö^), (Ö2) als specielle Fälle und ist 
zugleich die allgemeinste derartige Formel. 

Die Formeln (öj, (ÖJ), {$2) entsprechen beziehlich den Formeln 
(Ö), (ö'), (ö") der vorhergehenden Arbeit, und es hatte, ebenöo wie (0^) 
aus {9) abgeleitet wurde, auch (ÖJ) aus (ö'), (ÖJ') aus (ö") direct ab- 
geleitet werden können. 
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Setzt man in der Formel (öi')' 












Avobei die den Buchstaben rr, o?' beigefilgten Zeichen [s], [ly] die Complexe 
I J /[, I* '' / I beziehlich vertreten sollen, und setzt zugleich, 



2 



indem man zur Abktlrzung e *" mit r, S(7/i^/i — 7^^;t) ^i* [^IIH ^^' 
zeichnet: 



2/*-p 



—7 Z(v^i'"'yV*/*)'^ 

80 entsteht aus der genannten Formel die Gleichung: 

und es ist dabei die auf der rechten Seite angedeutete Summation (iber alle 
Terme zu erstrecken, die aus dem allgemeinen Gliede hervorgehen, indem 
man darin an Stelle des Systems der 2p in [s] vorkommenden Buchstaben 
Si, ..., Spy s[y ,..^ £p der Reihe nach die sämmtlichen r^^ Variationen 
der Elemente o, i, ..., r — i zur 2^^° Classe mit Wiederholung treten 
lässt. Die letzte Gleichung umfasst, da das mit a?[,3 bezeichnete Theta- 
product ungeändert bleibt, wenn man die Grössen 7i,...,7p, rj[y ..., Vp 
um ganze Vielfache von r ilndert, im Ganzen nur r'^^ verschiedene specielle 
Gleichungen; man erhält dieselben, wenn man an Stelle des Systems 
der 2p in [37] vorkommenden Buchstaben ^1, ..., ly^, ^ij •••> 7p d^r 
Reihe nach die r^^ soeben antjeft^hrten Variationen setzt. Das auf diese 

c? 

Weise entstehende System von r^^ linearen Gleichungen, dem man durch 
passend gewahlte Anordnung eine libersichtliche Gestalt verleilien känn, 
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lässt sich far die Untersuchung der aus der Formel (ÖJ') entspringenden 
Relationen zwischen Thetafunctionen mit Vortheil verwenden. 

Vergleicht man jetzt die Endformel (ÖJ') des vorhergehenden Artikels 
mit der hier gewonnenen Formel (ÖJ'), so erscheinen diese beiden Formeln 
zwar in Ansehung dessen, dass die érste einem beliebigen ungeraden 
n = 2u -\- i = Vy die zweite einem beliebigen geraden n = 2v = 2r ent- 
spricht, als gleichberechtigt, nicht aber, wenn man die ganze Zahl r, die 
dureh ihr Auftreten als gemeinsamer Nenner bei den Charakteristiken- 
elementen eine Gruppe zusammengehöriger Thetafunctionen fixirt, und die 
mit Rtlcksicht därauf als die eigentliche Fundamentalconstante in den 
Formeln zu betrachten ist, als gegeben ansieht. Alsdann zeigt sich viel- 
mehr ein wesentlicher Unterschied zwischen den beiden Formeln. Nicht 
nur gilt die Formel {82) för beliebiges r, während die Formel {S[') auf 
ungerades r beschränkt ist, sondem es erscheint auch bei ungeradem r die 
Formel {B2) als die allgemeinere, weil sie zu gegebenem Werthe von r 
eine weit grössere Anzahl von Thetarelationen zu liefern vermag als die 

Formel (öl'). 

Was schliesslich die Bedeutung der in der vorliegenden Arbeit 
gewonnenen Formeln betrifft, so mag hier nur kurz bemerkt werden, dass 
dieselben die Mittel gewähren^ um die Relationen zwischen jenen Theta- 
functionen zu gewinnen, deren Charakteristiken aus beliebigen rationalen 
Zahlen als Elementen gebildet sind, währénd die Anwendbarkeit der 
RiEMANN^schen Thetaformel auf den Fall, wo diese Elemente halbe Zahlen 
sind, beschränkt ist. Diese allgemeineren Thetafunctionen sind aber ftlr 
die Theorie der ABEL^schen Functionen und der algebraischen Gleichungen 
von nicht geringerer Bedeutung wie- die zuletzt erwahnten, bis jetzt fast 
ausschliesslich betrachtcten speciellen. Durch die Gewinnung der Formeln 
{6[')f {62) ist somit der mathematischen Speculation ein Gebiet zuganglich 
gemacht, in das einzudringen bisher mit den grössten Schwierigkeiten 
verkntipft war. Bezttglich der Anwendung der gewonnenen Formeln auf 
einen speciellen Fall möge auf eine im 22**° Bände der Mathematischen 
Annalen erscheinende Arbeit: j)Uber Thetafunctionen, deren Charakteristiken 
aus Dritteln ganzer Zahlen gebildet sind)) verwiesen werden. 

Warzburg, im Mai 1883. 



NOTE 

SUR CERTAINES 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 



FAR 

ADOLPH STEEN 

å COPBNHAOUB. 



1. Soit proposéc réquation différentielle de Tordre n 
(1) /(*, y, n, i>) = O, 

dont le premier membre se réduit a 

n 

/(«, y, »^, w) = y '— r _^j y = o, 

lorsque p = w, tandis qu'en supposant des p entier et plus grand que 
n il contient une suite de termes, représentée par 

(2\ \f ^V (i> — n)(p — n + 1) (y — n + r — 2) ax" („_r) 

^^^ 2i(- ^^ 1.2 r-1 "F^Tf y • 

r-2 . ^ ■* 

Gette équation jouit de la propriété remarquable de ne pas changer 
essentiellement de forme par des diJBFérentiations successives. C*est ce 
qui se voit par la dijBFérentiation des deiix termes consécutifs contenant 
^ii-r+iy(n-r+i) ^^ x'*"''*^''"'"^ en tattt qu'elle contribue ä former le terme 
general de la nouvelle équation, savoir 



r (p — n + l){p — n) (p — n + r — S) ax" '' («-r+i) 

^ ^ 1.2 r— 1 [n — r]^ 
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qui provient aussi du terme general de la proposée par le changement 
de ^ en jp — 1, de y en y'. Dmic en différentiant Véquation (1) on trouve 

(3) f{x, y\ n, 2) - 1) = 0. 

De méme par p — n différentiations on parvient a 

(4) /(«, y'"-"', «, ») = y"" - -jf^j y'"-'' = O, 

en supposant seulement que p soit plus grand que n — 1 . 

Or rintégration de Téquation (1) dépend de celle de Téquation (4), 
pour laquelle on trouve 



ar 



y<''-^> = et y^'-'^ = cpe''''"^ 



on a par suite 



1.2.. 



r-1 ^4. -. i 1.2...n j P-l 



(5) y = Cj + c,« + . . . . + Cp^iX^ et y = Cp I e ' '" dx 

# 

ce qui donne Tintégrale conipléte de la proposée, si jp = n. Pour des 
valeurs plus grandes de p elle contient p — n constantes de trop. On 
en réduit le nombre au moyen des conditions a remplir, pour (}ue la 
premiére intégrale particuliére (5) rende la proposée identique. Ainsi 
par exeinple Téquation 

/(^, y, 3, 7) = O 

a les intégrales particuliéres 



y = « + — , y = «* + — — , y = 

a a 



//,-... 



Cest pour traiter la premiére intégrale (5) a part, que nous Tavons 
séparée de la derniére, a laquelle les constantes arbitraires de rintégration 
Tauraient attachée. 

2. Pour des valeurs de p depuis O jusqu'a n — 1 les derniers termes 
de la suite (2) du premier membre de la proposée s'évanouissent, des 
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que n — r=^ — 2, et de plus les termes restants peuvent étre träns- 
fonnés en 

f n — p)(n — p + 1) .... (n — p — r + 2) aa?* 



(6) _y 

Zi 1.2 . . r— 1 [n— r] 

Mais cette transformation n'affecte en rien la demonstration de la pro- 
priété, que nous venons de reconnaitre. Seulement il faut faire de cette 
propriété un autre emploi que plus haut. La proposée étant une inté- 
grale premiére de Téquation (3), une nouvelle integration donnera 

f(x, y^-'\ n, j? + 1) = c, 

et ainsi de suite, de sorte qu'aprés n — p integrations* on' parvient a 

(7) /(«, y^^'"^^\ w, n) = Cp+i + c^+a» + + Cnx""^^. 

L|intégrale de cette équation étant 

ax /* —ax 

Téquation (1) sera donc dans ce cas coraplétement integrée par 

y = Cj + c,aj + . . . . +Cp^i9s^^ + 

•p-2 




Remarquons par exemple que, p étant Tunité, Téquation 

f(z, y, «, 1) = O 
a rintégrale compléte 



(8) 



ax /• — ax 

1.3...n I ^ , I 1.2...»/ 1^1 I «— 2\ j I 

y = e I » "^ I (c, + c»* + + <5„a; ) dxl, 



dont nous • nous servirons plus tärd. 

3. En dernier lieu, considérons les cas de p = O et de p entier néga- 
tif et changeons jp en — p dans la proposée, qui sera alors représentée par 

(9) /(*, y, n,—p) = 0. 
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Lie premier membre ne sera encore changé que quant å la guite (2), qui 
deviendra 

_y (p + n ){p + n — l) (p + n — r + 2) aa?"""" (,_^) 



r-2 



1.2 r — 1 [n — r]^ 



Cest donc par ^ + n integrations qu'il faut remonter a Téquation inté- 
grable de la for me (7), savoir 

Avant d'aller plus loin, observons, qu'en faisant toutes les éonstantes 
égales ä zéro n^us trouvons dans ce cas de cette équation Tintégral^ 



ax 



(— p— 1) 1.2...n 



par conséquent poiir celle de Téquation (9) 



(10) y = c 



a* 

1 

e 



^p+l 1.3.. .n 



dx 



p+1 



ce qui est bien identique ä la derniére intégrale (5), lorsque nous y 
changeons ^ en — p. 

Maintenant pour arriver a Tintégrale compléte de Téquation (9), il 
faut faire varier la constante c de Tintégrale particuliére (10), puis dé- 
terminer les constantes superflues. Cependant on parvient au resultat, 
en verité bien simple, d'une maniére beaucoup plus expéditive. Com- 
men9ons par IMntégration de 

(11) /(aj, y, n, 0) = O 

au moyen de 

fix, y'-'\ n, - 1) = O, 

dont Tintégrale résulte de lexpression (8) par le changement de y en y^"^\ 
Donc nous en concluons Tintégrale suivante de (11) ' 



dx 



y = -^6 
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De méme on reraonte successivemeht aux intégrales de Téquation (9) 
dans les cas de ^ = 1, 2, 3 . . . ., en difFérentiant toujours celle qui* repond 
ä la valeur précédente de p. Partant Tintégrale compléte est 



y = 






Donc on satt intégrer la proposée pour toutes les valeurs de p qui sont 
des nombres entiers. 

4. Uintégrale multiple (5) transformée en intégrale définie devient 



w 



•* aa 



(12) ^^[F^^' ' (^-«)'~'^'*' *"^«' 



étant Ä"= — CO. Par diflférentiation on en tire 



. /"»(j^/J-") 



aa 



p—r—2 l,2...n 



_i • z . . .It J 

e da^ 



en supposant i? > r + 1> ce qui substitué dans la proposée, r étant O, 
I, 2 .... n, lui donnera' la forme 



[?= 



i__J(p_„_i_^(,_«))(,_„).-.-V--d« = o 



Uexpression sous le signe d'intégration se réduisant ä 



oa aa 



.1.3...ti ^ f^ _\P— "— 1 1 /^ ^\P~"— 1 J>.l •*•••« 



l.i...tl j/ \P — II— 1 , / v»— II— 1 J 1 

e d{x — a) + (* — ^ de 



on n'a qu^a satisfaire ä la condition: 

I 



aa 



1 . 2 . . . n / . \p — n— 1 



e (« — a) 



= 0. 

k 



Maintenant il faut et il suffit, pour obtenir une identité, qu'on ait 
Ä" = — oo et |> > n + 1. 

Ada mathematica. 8. Imprlmé 8 Octobre 1888. 3^ 
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Danc Vintégrdle définie (12) est une intégrale particuUére de la proposée 
pour toutes les valeurs de p > n + 1 > fnéme cdles qui ne sont pas des nom- 
hres entiers. 

5. Ajoutons enfin qu'oii peut dans rexposition précédente changer 



ajr""** 



partout - — '- — r en X^''\ étant 
[n — r] 



X= ax" + a^x ^ + + a„_i« + a„, 



et parvenir aux mémcs resultats. 



SUR LE MULTIPLICATEUR 

DES 

FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES DE PREMJER ORDRE 

PAB 

MARTIN KRAUSE 

å ROSTOCK. 



Si on pose: 
Nfn = (crf)„ + (ac)„r„ + 2{bc),^T,, + (rf6)o,r„ + («ft)o,(T?, — T„r„) 

« 

Nt'„ = (cd)„ + Wair,, + 2(6c),jr„ + {db)^,T,, + (aft),i(:?, — r„r„) 
^= H,3 + («c)„r„ + 2(^4, r„ + {db)„T„ + (rt6),3(z?, — r„r„) 

-D, = rf, — o,r„ — ft,r,„ -D, = — rfa + »»^u + Khf 

ou ■» désigne un degré de transformation completement arbitraire, on aura: 







2nC,ö, 


ar„ " JV 




• 


«((7.D, + C.ö.) 


ar„ iV' 


ar.. ""n*' 




2fiC,D, 
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Il suit de la que le déterininant fonctionnel ast 



dt! dr^ dr^ 

' 11 ' 11 ' 11 



9r„ 


\, 


9r„ 


9r'.. 


Sr'.. 


9r'.. 


^. 


9r.. 


9r.. 


3^,. 


9^'.. 


9r'.. 



^^11 ^^l« 



dr. 



1% 



_ n\C,D,- C,D,y _ 



N 



n\C\D, - CM-\ 



Si Ton po9fe ensuite: 



■B» = ^ + J.t;, + 6,rl„ 



^1 = ^ + *,^« + J,^ 



on a, d'aprés une remarque de Brioschi (Comptes rendus des séanccs de 
rAcadémie des sciences t. 47, p. 311) 

Il suit de lä que le déterminant fonctionnel prend la valeur: 

(A,B,-B,A,r . 



n 



En maintenant les désignations que j'ai einployées dans mon travail 
sur les équations qui donnent le multiplicateur des fonctions hyperellip- 
tiques de premier ordre (Mathematische Annalen T. 20), on a: 



A,B, - B,A, = 



Af(g..g..-g.,A; .) 



Par conséquent: 



(O 



a/ 



11 



ar 



ti 



' 18 •" SS 



9^n 


9n. 


9^n 


9r,. 


9f'.. 


9^'.. 


9r.. 


9^M 


9r.. 


9^',. 


. 9.'.. 


9r.. 



2r. 



X 



ar. 



<l 






Sur le multiplicateur des foootioo? hyperelliptiqucs de premier ordre. 

Posons maintenant d'aprés Rosenhain: 
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Ä' = 



kl = 



A' = 






^14 ' ^08 ' ^28 
é^84 • ^4 • ^6 



.5 ^3 . ^28 

A 2 2 ' 

*t4 • *4 


2 *2 • *0l 

^ ju' ju» 

C^84 • C^i 


•5 do • ?Vo8 

^ o2 «2 ' 
8^84 • e^4 


3 #13 • do 
/^^ "" U» JU» 


3 Öl4 • *0 • *? 

/'a o2 ci2 ci2' 


5 dl4 • #13 • #01 
Z'* "" ci2 o» Cl» 



Alors on a: 



?^^ = 2AM — + — — — 





3« 



14 



ar< 



tt 



» 



<4 




Si Ton considére les relations: 



47n 



.39. 



3r« 



Sf* Jo 



.3*« r^'*a(».w,) 



2fftT — = 



3r.. 






qu'on pose ensuite: 



f%i(Vi)o #» (Vi)o 



= a 



Ii 9 



#-i8(ty»)o 



»Äivi), 



». 



== ^«, 



*3'(V<)0 *34(yO 



#. 



# 



= C 



(f 



S4 
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et qu'on définisse d'une maniére analoguis les grandeurs Oj,, .6^,, <?,,, 
on aura: 















It 









De la résulte Téquation: 



aCfc*) diir, d((x') 



3f„ 


3^.. 


9^. 


ac**) 


^C^*) 


^(A'') 


9r.. • 


9^.. 


5r.. 


3(Ä') 


9(^') 


5(/^') 



ar. 



st 



ar 



tt 



ar 



t% 



i(s)'''^V 



«xi ^1 ''n 



a„ 6„ c„ 



**« *»J ^»» 



• •« 



Mais maintenaut on a les équations: 



»'M. *i'0'.). 



»\{>-)l»» . *M*«- 



Ä 



*. 



*;'('^)« c(tO< 



*, 



A 



*;;w, *;'(''.), 



« 



01 



*. 



Kiy), »Mo 



» 



38 



*ii("0. 



»1 »1 


' 6\ K 


»\{v])l »1 


K{v:)l K. 


»1 »1 


»1 K 


»\{Vi)l »1 


»'Ml K» 


»1 Kr 


K Kr 


B\ Ki 


K Ks 


K{v)l »\ 


1 *13("i)o Ki 



» 



34 



ÉlMl 4. 



6 



'34 



34 



et des équations semblables pour les quantités: 



L ^'^^'^ Jo' 



Sur le multiplicateur des fanctioDS hyperelliptiqucs de premier ordre. 
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Il snit de la que le déterminant des quantités a prend la forme: 



2 . Uii • Vi4 • Vq • c/08 
Voi V5 • 8^4 • V28 • 0^2 • t/84 



{«'i(f.)o«i8(f,)o — *; (v,).««(v,)o} 



{*;3(vi).«j(f«). — #:3(^o«*3(^i)o}{*J(v.)o*: w« — «iK)«*i(«'i)«} 



ou encore: 



2;r«.*?A?/£».A?/xI./x*4'(^,.jr„ - K,,.KJ 



puisqu'on a les équations: 






»'»{^XK^X — U^X^'Mo ^ - ^X»o»A- 



Par conséquent: 



(2) 



3(i') 9(^*) 3(//) 



^. 


ar.. 


ar.. 


3(f) 


a(^*) 


aC;**) 


3r.. 


ar.. 


ar., 


a(F) 


3(^') 


^{m*) 



ar„ ar„ ar„ 



= -ff'A;'Ay.Ä?A?/£!Aj/£l./ij4'(if„Ä„ - K,,K,^y. 



Si noiis désignons les quantités transformées correspondant aux quantités 
ky A, /I, -fiT, par c, Z, m, C, on a d'une maniére anlogue: 



(3) 



3(e') 3(0 3(m*) 

9rn 9rii 3ru 

3(c*) 3(0 a(m^) 

3ri2 ^Ha ^ri2 

3(0 ^ ?(wO 

5r22 ^^22 . ^^22 



= _ ;r»c'/'w'c?/Jm?/^M.^/H»4'(^„^„ — ^„^\,)*- 
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Si donc nous posons: 



F = 



d{e*) 


Sik*) 




a(c«) 
d(X') 


a(0 
a(x') 




a(c') 


d(l') 


d{m*) 



a(/i») a(/0 aCA*") 



nouä obticndrons la relation: 



(4) 



M' = 



C • £ • 911 • C\ linii • ifflfli mc 



SUR L'ÉQUATION 

^*2/ . r Ä^' 811 X en X sii aj dn a; cii x dn x] dy 

-=-^+ 21. = + 21., 2w, / 

aar' L dn j? ^ cux ' sn « J rfa? 

Il K — >^i)K + ^ + O + 7ri-:(»'i — »^i)K + »^1 + O 



sn' ;r ' " "^ " en' x 



Zr* cji* a» 1 

+ "äiT'^;"^ — »'X"! + v + o + fc'8nV(w + w + Vj + yj(n — w — v, —v, + i) +Ajy 

ÉQUATION OlJ v, v,, >,, DÉSIGNENT DES NOMBRES QUELCONQUES, 

M, n,, 1»,, W3 DES NOMBRES ENTIERS POSITIFS OU NÉGATIFS, 

ET h UNE CONSTANTE ARBITRAIRE. 

DEUXIÉME MÉMOIRE * 

PAB 

€•• de SPARRE 

å LYON. 



YL 

Pnssons maintonant an cas de n^ == w., = o, oas oomprenant avec 
Téquation do Lame colle de M. Picard. 
Posons poiir oe oas 

dn'* Oi = .r, , Ä** sn rjr, on a, dn o i = w,. 

Jr/a mathematlca. 3. Itnprim/' *.>ft Soptembre 1883. 37 
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Les équations (lo) ^t (12) deviendront alors en les multipliant par 
uno puissance convenable de k 



A 



Jlui =-- Oj S (i — Xf)Ui = 0, S (i — xY ^Ui = o, 

1 1 I * 



^-^ Vi ^-A Vi ^-^ Xi k 



i: 



lv»»l-» 






u, = o; 



ici y9 = « + «j . 

En résolvant ces y9 — i cquations linéaires et homogénes par rapport 
aiix quantités ii on aura 



M, 



(i— aij (1— rj 



(l X 


J"- 


-Ml 




-^J" 


I 








I 


3-2 








»3 


I. 








I 


2 








2 


^.— 


fr" 




a'. 


¥' 


i^2 











«-2 



(ar, _ fe' Y»-^ (;,.,— fc'«)"»-^ 



."» 



•<*2 






I — .r. 



(i — ^^) 



Sur une équation diflfércntiollc liiiöairc du svcund urdrc. 
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(- ir«< 



X. 



I Xi_i I Xi^i 



(i — ^i)' (i — ^.-i)'(i —^i^lY 



Mais on peut transforiner ces équations de la iiiaiiiéfie suivante: 
Multiplions les déiiominateurs de tous les rapports précédants par 



^»1 ..»1 






nos équations pourront sécrire 



w, 



.», 



xr 



**2 



;r 



"I 

3 



• • • • • 



X 



»I 



( I — x,)x;' ( I — xjj;,"' {i —x^)x;' 



(i — /J-''u:;'(i — a;J-':rJ' 



^2 



U/ti 



11,-2 



.-»1—1 
4I/3 






(x, — Jt'')a;J'-' (ic, — A").r;'-' 



(ic, _ jk' »)".-» (a;^_.A;")-.-» 
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Mais je remarquerai que le déterminant qui figure au dénomiiiateur 
de u^ est egal au déterminant 



A = 



X 



'3^ 



X 



3 



X 



3 



3 



X 



^ 



X] 



•A"» *<'a 0.9 



multiplié par un facteur constant. 

YjU effet si Ton développait les elements du i®' déterminant on verrait 
que Tun quelconque de ces elements est une fonction enticre de Tune des 

quantités a;, , x^ x^ de degré y9 — 2 au plus, et que, dans une méme 

ligne on passé de Télement de la premiére colonne ä celui de Tune quel- 
conque des autres en rerirpla9ant x^ par Tune des quantités x^ x^^ 

les coefficients restant les mémes. Chaque ligne du premier déterminant 
peut donc étre formée par Taddition de plusieurs lignes du déterminant 
Jj multipliées au préalable par des facteurs constants convenables. 

Le premier déterminant est donc egal ä J^ multiplié par un facteur 
constant. Nos équations pourront donc 8'écrire 



ou 



tt. 



u. 



X\ »J\ X*2 U^ 



A 



X, 



X 



^ 



-2 



(- !)'-»«< 



• • • • • 



X 



t-1 



xVJ 



i 



t-,^-^ 

'*<-l 



X 



<+l 



2 *i 



+ 1 



X 






Sur une éqiiation différcnticlle linéaire du secood ordrc. 

Mais si nous posons (coiiniie k la piigc 124" du i" niémoire) 
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et 



J = 



X 



iCti 



.r, 



X 



• ••••.•• 



.t| »M/2 • • • • • »M/jj 



f{.r) == (.r — x^){x — a-J {'^^ — ^^) ' 



on aura (comnie a 1h page 125 du i" inéinoire) 
de sorte que nos équations devieiiiicfit 



u 






t^/(^f) 



"1 



"1 



A désignant la valeur commune de ees expressions. 

£n rempla9ant u^, u^, y u^^ par leurs valeurs ces équations 

deviennent 



(51) 



fe' sn a, en a, dn a, /'(«,) fe' sn a, en a, dn «,/'(«,) 



"1 



«2 



• • • 



fe' sn a^ en a^ dn a^f(x^) . 

• • • — — ' ^ — ^ A» 



«/ 



Telles sont les équations qui doivent servir a déterminer les coeffi- 
cients de la fonction f[x) qui égalé a zéro admet pour racines 
dn^ ttj , dn*^ a^ dn^ a,. 
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Soit 

f[T) = 07* + a^x^^^ + a^a^^' + + a^-i- 

On a d'abord en vertu de la relation (13) 

h^ (2» — i) Z Ä;* sn' a^ — (n + n^ + ^i + ^^{^^ + *^ — J^i — v,) 

— k\n + v + j^J(n — v — yj 
et comme 

oLq — — S dn^ a, == — {n + wj + S ft' sn' a, 
on en déduira 

(52) oto = — ^ ^ir:n : • 

En prenant pour h Texpression dont nous soranies partis on suppose 
implicitement n^o. 

Mais si n était nul la solution de réquatioii se déduirait du oas que 
nous avons exaininé précédeinment oii w, = n^ == n^ = o en considérant 
coniine inconnue a, + -ST au lieu de a^. 

a^ est donc connu par la relation (52) en fonction des données du 
probléme. 

Elevons maintenant les équations (51) au carré elles pourront 8'écrire 

(53) -"' ^ '':..?''-' n^.) = -^••^'■^.f>.-; rw = . . . 

*-» 

Il résulte de lä que Téquation 

fe •\- (\ •\- k )x X », 2/ v j 2 
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admet toutes les racines x^y rr, , x^ de f(x) = o et que par suite 

son numérateur est divisible par f(x). On aura donc 

(54) - 1" + (I + t'V - »Y _ ^,_^ 

f^(x) étant une fonction de x dont le produit par a;-"»"* est une fonction 
entiére de degré /3, car le premier membre de la relation (54) multiplié 
par a^'**»"* est de degré 2^. 

En prenant la dérivee de Téquation (54) on en déduit 

_jfc'« + (i + k'')x — x' 



(55) [2nx) 



X 



= mm + n{x)f{x). 

Mais /*(;r) étant premier avec {{x)^ puisque nous supposons toutes les 
racines de f{x) = o distinctes, il en résulte que f{x) divisera le numéra- 
teur de f^{x) et que Ton aura par suite 

(56) a^) = ^-m 

X * 

-4 et B étant des constantes. 

En cffet le produit du second membre de la relation (55) par rr'"» 
doit étre un polynome entier en x de degré 2^9. 

Mais Ton a 



fix) = z a.^y-' 



o 
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/(* 



2h 

X 






n—tix—i—\ 



4g=?(/?-i)(/5-i-0«.-,^"-"' 

X " 



-<-l 



Posons maintenant 



/,(.,r) = arCr)=^+^'+'"^'^-^* 



2»,— 1 



^. , (2n, — i)h'^ — 2(n, — l)(i + Ä-'*)* + (2H, — 3).r« 



2h, 



ce qui peut s'écrire 



ti 

f^{x) = ]L[— a,(/9— ?— i)(2w — 21 — i) 
+ 2(1 +Ä:'^)(y9— /)(n — i)a,_, — Ä'^(/9 — i+ i)(2n - 2i + i)a,.,].r" 



-iii-< 



On aura donc en divisant les deux membres de réquation (55) par 
f{x) et en en prenant ensuite la dérivée 

AW = [Ax + bM^ H- ^-^ + [Ax + B)/),-^ 

a; * a? ' « * 



» / • 



ce qui peut aecrire 



f^{x) = S [^a,(2n — 2/ — i) .+ 2«ot,_,(n — OI-t"-"»"'-' 



et coinine d*antre part on aura aussi 



f^{x) = Z^(m — w, _i)[— a.(y9 — i— i)(2n— 2/— i) 
+ 2(1+ Ä:'^)(/9 - i){n - i)a,_, — Ä''^(y9 - i + i)(2n - 2/ + i)a,_,]a:« 



— «i- 1—1 
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on aura en égalant les coefficients des . puissances semblables de x 

{n — n^ — i)[ — a^(/3 — i — i)(2n — 2i — i) + 2(1 + k'^){J3 — ^)(w— i)a,_i 
— Ä'^(y9 — i+ i)(2n — 2i+ l)a^^^] = ^ot,(2w — 2/ — i) + 2Bai_i{n — i); 

en faisant d'at)ord i = — i et ensuite i = o et remarqiiant que Ton doit 
prendre 



a_s = a_2 = ^'t a_.i = i 



on obtiendra 



B = {2n— i)ot, + {n — njy9(i + k") 
et notre équation deviendra par suite 

(57) {^^ — 2i— i)(2W — i)(i + i)a,— 2(n — i)[(2n— i)a^^ 

+ i{2n — i)(i + ft'^]a<_i — k'\^—i+ i)(2n — 2i + i)(n — n^ — i)a<_2 = o, 

d oii Ton tire 

(cR\ _ (2n — IK + i(2n - i)(l + k'') , . 

^5^) «^ - (2n-2i-i)(2n-i)(t+i) '^** - ')^-^ 



(^ — i+ i)(2n— 2i+ i)(n — n, — 1) ,,3 
(2n — 2% — \){2n — i){i + i) 



Toutefois cette formule donne lieu a une remarque lorsque n^ > n. 

En faisant en effet i = 2n dans la relation (58) elle tombe en défaut 
et la relation (57) devient en la divisant par (2n — i) 



2na^a2„_i — k^^a^^^^^n^ —n+ i){n^ + w) = o. 

Cest une relation entré les quantités déja connues OL^n-i ^t «2«-2 q^'^ devra 
par suite ae réduire k une identité. 

Åcta mathematiea, 3. Tmprlmé 26 Scptembre 1883. 38 
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Si Ton fait ensuite dans la formule (57) i — 2w + i> 2n + 2 fi 

011 aura en remarquant que ot^ = o, n^ — n équations linéaires par rapport 
aux Wj — n quantités a^ny Qtjn+i a^_i qui permettront de les calculer. 

On peut d^aillours faire ce calcul de la maniére suivante. 

Calculons au moyen do la formule (58) oii Ton donne a i les valeurs 

en fonction de oLq et dtv a^nj les exprcssions que Ton obtiendra pour ces 
quantités étant toutes linéaires par rapport a a2„, en substituant les valeurs 
obtenues pour ol^_^ et oi^_^ dans la relation 

(59) [(2W — i)rt, — [i{n^ — w)(i + Ä'')]a^_, — k'\2n^ — i)a^„, = o 

que Ton obtient en faisant i = ^ dans Téquation (57), on en déduira la 
valeur de Qt2„, la relation (59) étant, d'aprés ce qui a été dit, linéaire par 
rapport a cette quantité. 

En particulier pour n^ = n + i> ce qui correspond au cas de Téqua- 
tion de M. Picakd, la relation (59) donnera de suite a^n qui est ici a^^^. 

On peut remarquer, de plus, que Ton pourrait sans nuire a la 
généralité supposer n > n^. Il suffirait pour cela dans le cas de n^>n 
de considérercomme inconnue dn*(af + K) au lieu de dn^a^, on retomberait 
alors sur les équations dont nous sommes partis, mais ou n^ serait remplacé 
par n et réciproquement. 

Uéquation f(x) = o admet pour racines dn^ a^ , dn' dj, dn' a^ 

mais le signe de Tune de ces quantités étant choisi arbitrairemcnt, celui 
de toutes les autres 8'en déduit, la concordance des signes se concluant 
des formules (51) 

Å'8nff^cna^dna, ^^^^^a^>^ _ fc^sna, en g, d na, ^.^^^^ ^ . _ 

^^_ fe'sna.cna.dna. ^.^^^,^^^^ _^ 

dn *a< 

LMntégrale sera ensuite donnée par la formule (14) ou Ton fait 
n^ = W3 = o; elle sera par suite 
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dn' X en"' x sn"» a; ^ — ^^ ' ' ^^ e ' 

ei\x)9\x) 

, jg E(x + a,)H (a! + a.) H(« 



e:\x)e\z) 




o\x l'on a par Ics formules (9) 



2 4^ ö(«') 4^ ^.('»«) 



VII. 

Nous allons maintenant mettre cette intégrale sous la méme fornic 
que pour le cas examiné en premier lieu. 

Ecrivons d*abord Tintégrale de la.raaniére suivante: 

dn— X en'. xm^x\Ä E ^-VgC'^-^.) ^i—'^^) i^' 

^ Wf + a.)ff(a! + a.) H(x 





et rcmarquons que la foiiction doublement périodique de deuxiénie c'S[)ccc 

C 



»'^W 



qui admet les multiplicateurs 



( — i)''^'^'^ et ^ 
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pcut se mettre sons la forme sui vante: 

/^' H{r,-a,) Hjx - a^)H{x + to) Sjx) ^- ^^' + f ' 

e-^+V*) Hix +to) 



Mais si Ton prend 

ö>=Sa, + (Ä+ i)iK' 

1 • 

le i" facteur sera une fonction doubleinent périodique de x aux périodes 

2K et 2iK' et nous alloiis nous proposcr de calculer, coinme dans le oas 

C 
précédent, les coefficients de cette fonction, ainsi que co et — en fonction 

des coefficients de f(x). 

La fonction doubleinent périodique en question pourra se mettre 
sous la forme 8uivante(^) 

A^[dn^ x) — k^ sn x en x dn a:^(dn^ x) 

ou ^(x) est un polynome entier en x de degré m, y9 étant egal a 2m ou 
a 2m — I et <p{x) un polynome de degré m — i si y9 = 2m et de degré 
m — 2 si J3 = 2m — i, c'est a dire dans tous les cas de degré ^ — m — i. 
Cette fonction devant étre nuUe pour o; = a< on a 

-4^(dn* aj — k^ sn a< en a< dn ai^(dn^ a<) = o. 

On tirera par suite de cette équation et des relations (51) 

,0 j A(p(ån*ai) ^dn^'*»Ot 

k' sn a< en a< dn a< = -ttt-j-V = ^//^ « n 

^(dn*aO fidn^at) 

et par suite en prenant A = k 

dn^"» a,ip (dn' a,) = (p (dn' a,)f (dn' a,) 



C) Yoir Cours de caloul diflférentiel et iotégral de Lacroix tome 2, Note de 
M. Hbbmite, 
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et cette relation devant avoir lien pour toute valeur de dn^ «f qui annule 
f{x) on devra prendre 

dn'^«> Xip {ån' x) = <p {i\ix' x)f'{du' x) — f{dn'' x)0 (dn^ x) 

ou en reinpla9ant dn'' x par x 

(6 1 ) xy (:r) = jr {x)r{x) - {i^f{x) 

0(x) étant nn polynoine enticr en x de degrc m — i. 

On voit facilenient, conime dans le cas précédant, que Ton peut 
toujours déterminer les coefficients de f?(ij), 0{x) et ^(x) au moyen de 
Téquation (6i). 

Il suffit de remarquer que les coefficients des divers puissances de 
X dans les deux membres de (6i) sont linéaires et honiogénes par rapport 
aux coefficients de ^{x), 0{x) et (pix) et coinine le second membre est 
dans tous les cas de degré ^ + ni — i en égalaut les coefficients des 
mémes puissances de x dans les deux membres, cela fera ^ + m cquations, 
qui étant linéaires et homogénes par rapport aux y9 + ^w + ^ coefficients 
inconnus permettront de les calculer a un facteur prés. On peut opérer' 
de la maniére suivantc. 

On obtiendra d'abord les coefficients de 0{x) et ^{x) en égalant ä 
zéro, dans le second membre les coefficients des puissances de x inférieures 
a Wj et supérieures a Wj + /^ — ^^ — ^ ^e qui fera 2ni cquations linéaires 
et homogénes par rapport aux 2m + i coefficients de ^{x) et 0{x)y ne 
contenant pas les coefficients de (p{x). On obtiendra ensuite les coefficients 
des ^{x) en fonction de ceux de 0{x) et f{x\ qui sont maintenant connus, 
en égalant dans les deux membres de la relation (61) les coefficients des 
puissances de x supérieures a n^ — i et inférieures a n^ + ^ — m ce qui 
donnera bien ^ — m équations. 

Posons comme dans le cas précédant 

0{x) = 2?o + ^1^' +B,x' + ... .. + B^_,x"^-' 
il>{x) = li, + B,x + R.y + + i«^__ia;^--\ 
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Nos 2m premiéres équations pourront s^écrire coinme il suit 



(n^ équations) 



Aot. 3 — B.oto 1 = o 



O^/J- 



2A^a^^^ + ^iOt^-2 — So«/J-» — ^i«^-i = o 



Wj^^a^_„^_l + (nj — O^iOt^-n, — ^o«/9-i.. 



^i^/J—i+i 



= o 



(2m — Wj équations) 



^«.-i(/5 + ^i — 2m + 2)aj^_„,_g 



-^m-2^2m-ii|— 8 -^m—l^m- ii|-2 — ^ 



jSA^ — B^^, = 0. 



On tirera de la (conime nous Tavons fait dans le cas examiné 
préccdcrament de n^ = n^ = n^ = o) les coefficients de 0{x) et f>{or). 

Ces coefficients étant connus on aura ensuite pour les coefficients 

, de <p(x) 



<am 



i=m—l 



B 



:, ^ 2j(»i + s — i+ i)^4a„-,+,_2 — ^ Aai.-,+f-i> 



en convenant toujours de prendrc a^ = o pour i< — \ o\xi> ^ — i. 

Ayant ainsi déteruiiné y{x\ d{x) et (p(x) nous aurons par un choix 
convenable de la constante A 



(62) 



A^(dn^ x) — k*^ sn a; en ;r dn a;^(dn^ x) 



= Ac 






^ H{x — a^)H(x — a^) H(.c -r a^)H{x + o)) 



i/?+i 



e'^\x) 



car le V mcmbre qui adiuet les zéros a^, a,^ a^ admettra aussi 

puisqu'il est doublement périodique aux pcriodcs 2K et 2iK' le zéro 
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= -[£«. 




öi = — 2Lfl, + (/9+ \)iK 



puisque la somme de ses infinis (y9 + ^)iK' ne doit, en vertu du théoréme 
de M. LiouviLLE, différer de celle des zéro que par des multiples des 
périodes 2K et 2iK'. 

En changeant rr en — • x on aura ensuite 

(63) Aff (dn' x) -^ k^ snx CD X dnx<p (dn^ x) 

On en déduit d'abord en faisant le produit des relations (62) et (63) 
AV' (dn' ^) — k' m' x en' x dn' Xip' (dn' x) = S {dr\' x — ån' a})f {du' x) 
8 désignant une constante, ou en rempla^ant dn^ir par x 

AV» — [— k''^ + (i + *'>' — ^']^'(^) = S{x — dn' a))f{x) ; 

en égalant d'abord dans les deux membres le coefficient de x et le terme 
constant on aura 



(64) 



Å^Al = — S dn' to a^_, 



r 

Egalant ensuite dans les deux membres les coefficients des puissances 

(y9 + i) de Of; 

I** si i9 = 2m on aura . 
* • 

(65) K-^ = s 

et par suite pour ce oas les équations (64) et (65) donnent 
(66) dn » ö, = - ^/'^' et A' = ^ Bt-u^.j^^ 
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2^* 81 y9 = 2/w — I on aura 

(67) X'Al = S 

et pour ce cas on déduira des dquations (64) et (67) 

(68) dn^a> = -j^ et A» ^ + A-T'" 2A A a, ' 

Les formules (66) et (68) donnent dans tous les cas les valeurs de 
A et ö> au signe prés. On obtiendra ensuite la concordance des signes 
entré A et a> en reinarquant qu'en vertu de la relation (63) 

Af (dn' x) + Ä^ sn o; en cc dnx^ (dn* x) 

est nul pour x = o). 
On a done 

/ = — Ä sn a> en ö> dn ö> ). . i 

f{dn (O) 

relation qui, le signe de w étant pris arbitrairement, donnera celui de A. 

C 
Il faut maintenant obtenir - en fonction de cd, 

2 

On a par les formules (9) 

Si dans la relation (62) on change maintenant x en a: + J^' + i^' 
el le devient 

Å^[dn'{x + K+iK')] 
— k' sn{T-\-K + iK') en (a; + ^+ ifC) dri (c + Ä + iK')^[i\n' (r + Ä'+ iK')] 

^ ^g— 2— g""iÄ~' ^.(a; — «,)g.(ig — <t.) g.Cig — afi)Oti-e + to) 

et en prenant la dérivée logarithmique de cette expression et y faisant 
ensuite x = o 
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_l^_ ;r(/9 + l)i _ 4;< e\ {ad e\(fli) 
XA, 2K V *.(«') ^.W 



d'ou 






On aura donc enfin pour Tintégrale cherchde 



dn'"*' X en"' x sn'» a; A\X^ (dn' a;) — A* sn o* en t dn xip (dn^a*)] 



g(ig) liu^+irJ 



+ B[A^ (dn» a;) + Ä' fln (T en o; dn a;^ (dn' a;)] ^^J^^ e ^ ".c) ^^« J I , 



toutes les qnantités qui figurent dans eette intégrale se ealeulant eommo 
nons Tavons dit en fonction des données n, », , v, v, , v, et h. 
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VIII. 



Revenons raaintenant au cas general ou w, n^y n^y n, sont tous quatres 
différents de zéro, et posons 

sn^ a< = Xij sn a< en a< dn a^ = Ui. 



Les équations (lo) et (12) deviendront 






fi.fi fi ■ 

Z ^< = o, S Wi^< = 0, 1; w<a^?~^ = o 

1 1 1 



^ Uj _ ^ (I —x,)Ui __ A. (I — a;0"i-%< _ 






^ = ^' Z^ = ^' ^z-=^- 

1 1 1 "^^ 



En résolvant ces /9 — i équatlons par rapport aux y9 quantités w^, ce 
qui est possible. puisqu^elles sont homogénes par rapport ä ces quantités 



Sur UDe équation di£fércutielle liDéairc du sccoDd ordrc. 
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011 aura 



u. 



I 



x: 



n-'2 



I — k\ 
I 

(i-k\y • 



I -X, 

I 



Xs 



X 



«— 2 



I 



I — k^X^ 
I 



(•- 


- a;^)-'-» 


('- 


I 


I 


I 


I - 





(I-*^)' 



• • • • • 1 

(I — fe'*,)"»-» 


> • 

(j 

• • • 


• 


• • • 


^ v • • 

(I— «,)-. 


(I 


«^)"* 


I 






I 


• • 

*1 


• • 




X^ 


I 






I 


< 


• • • 




a»^ 


I 






I 




• • • 




x^ 



w. 



Mais on peut transformer ces équations de fa9on a les mettre sous 
uue forme beaucoup plus simple. 



I 
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Multiplions dabord Ics dcnominatcurs de tous lus rapports précédaiits 

par (i — Ä*^^J'"(i — k^x.^)"' (i — Ä*x,.,)'"(i — :cj"»(i — a;,)"» . . . 

• • • V* ■*',i) '*'l •'2 V • 

Nos rapports prendront la forine suivante 



u. 



(i — k\y>{i — x.^y^x'l' 



(i — Ä;*a;,)"'(i — x^Y^x^ . 
(i ~ Ä;*x,)»'(i — a;,)"'a;J'+^ 



(I 
(I 
(I 
(I 



A*x,)"'(i — ojJ-^a-J**"-- 



• • • • 



k\Y'-^{i — icj'*'^-? 

Ä'X)"'-*(i — x^^xl' 

k%Y'-^{i — x.,Y''^'x",' 



(I 
(I 
(I 
(I 



a;_^)". + «^»^«. 



Ä*flj,)"'(i — a;,)"»-*;»;? 

Ä;*a;,)"'+'(i — Xj)'^'x? 



(I 
(I 
(I 



^»^^»,+.,-»3.-. 



.c 



(i — k%Y'(^ — ^2)"' • 



II., 



Sur UDC öquation diffcrcntiellc linöaire du secoud ordre. 

Mais nous rcmarqucrons que lu dctcrminant 

(i — k%)'"{i — x^)-^x^ ^ (i — &%)"'(! — a;^)"'^;;' 

( I — k^x,)"^ ( 1 — x,)'^x;'+' (i — k^x^Y' ( 1 — x^)'''a;;'+i 

(i — k\y'{i — ^J"'x;'+-* (i — Ä;%)"'(i — a;^)"'4'+"-* 

( I — A; V,)"'-' ( I — x^y^x^' (i — k%y'-'{ I — x,,y-x^ 

t 

(i — k%y'-\i — rc,)"'d;;' (i — Ä;»d;^)"'-»(i' — x^j-^x}' 

(i _ k\y'-\i — rr,)"»+'a;? (i — k\^''^-'{i — a;^)"'+'x^ 

(i _ a;,)*'+"'-»a;5' (i — a;,j)"'+"'-*^? 

( I — k%y' ( I — x,y'-' x;^ ( i — *%)"■ ( i — x;)'^' xy 

(i — k\y^(i — x,y^'x? (i — k\y'{i — x;)'^^x;' 

(i _ k%y'-^'{i — x,)'^'x;' (i — &%)-+'(! — x;)'^'xy 

(i — ÄV,)"'+"'-'a;;' (i — Å;%)"«+"'-*flj5' 

(i — k%y^{i — x.y^x;'-' (i — k%y^{i — x;)'^xy-' 

(i _ k\y'{i — x,)'^x^''' (i — k%y>{i — x;)'^x;-^' 

(i — k\y'{i — o;,)"' ■ (i — k%y'{i — x;)'- 
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est egal au dctcriinnant 



J. 



I 



»4/1 



X 



i 



X 



X 



X 



fi 



X) 






xf. 



,?— a 



3 



J? 



,9—2 



multiplié par un facteur constaiit. 

En cffet si Ton dévcloppait chaque element du premier déterminant, 
on verrait que ces elements sont des fonetions errtiéres de Tune des quan- 

tit^s x^j x^, x^ de degré /? — 2 au plus, et que, dans une méme 

ligne on passé de Télément de la i^" colonnc a celui de Tune queleonque 

des autres en rempla^ant x.^ par Tuiie des quantités x^^ x^j x^y 

les eoefiicients restant les memes. Chaque ligne du premier déterminant 
peut done ctre formée par Taddition de plusieurs lignes du déterminant 
J^ multipliées au préalable par des facteurs constants convenablement 
choisis. Il rcsulte de la que le premier déterminant est egal ä J^ 
multiplié par un facteur constant. 

Ce que nous venons de dire pour le dénominateur de u^ s'appliquant 
a celui de Tune queleonque des quantités u on aura pour nos équations 



u. 



u. 



oii 



x:\i-x,rn-k 


VJ. *?('-^ 


^JXi - 


-fe' 


'xj 


'J, 




(— i)'~'«i 






• • • 






x^il - arO"'(i — A 


%T'Ji 






I 

Xi 


I ..... I 
^•j ^(— I 


I 






I 














A - 


xl 


»t'q ... • Jl/t 1 


•^<+i 






X} 










• • 


JL/2 Jvi 1 


• • 


• • 


• 
• • • 


• 

4"* 
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Mais si 1 on pose comme précéderament: 



f{x) = {x — x^){x — ajj (a; — aj^) 



J = 



35, 



X\ 



•J/fl 



JOt, 



X, 



x\ 






on en déduira au moyen du théoréme de Vandermonde 

j = (_ i)^-M/(^,) = (- i/-'j/(x,) = ..... = (- iy-'Ar{x,) = 

. . . = å^iix^ 
de sorte que nos équations deviendront 



«./(«.) 



"J^C'».) 



»'^xi - »'./'(I - fe'*.)"' a':x' - »'.n» - fe'«.r 



V(«0 



»r^ci—^^A I— *•«*)"' 



= A 



en désignant par X la valeur commune de ces rapports. Mais ces équa- 
tions peuvent 8'écrire 



(69) 



/(sn* a.) 



/(8n*a.) 



2»,— 1 2»,— 1 J*.2«i— I 

sn ^ ttj en ^ a, dn * a^ 



sn d, en 



J 2»,— 1 

a, dn * a. 



/(sn»a<) 



sn • a<en "^ 



tti dn "* a< 



= -^; 



en les élévant au carré on pourra les écrire 



•/V.) 



/"K) 



^f ^'(, _ «,)'"«-'(, _ h\T'-' arr-'(l - <«./ "»-V - feX)*"'"' 



• • ) 



/•(^r) 



• • • 



ie?"-'(i_<r,)'"'-'(l_i'«,)»"' 



2ii,-l 



= ;l^ 
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Il rcsulte de cette derniére relation que réquation 

(70) ' f*^^^ ;^ — o 

admet toutes les racines do réquation f(x) = o. 

Cette remarque nous scrvira comme dans les cas précédants a ealeuler 
les eoefficients de f(x). 

Soit toujours 

f{x) = x^ + ay-^ + + a^-2a^ + a^ -1 

c^est a dire 

o 

on aiira d'abord en vertu de la i^''® des relations (13) 

a, = — Tsn^a^ 
1 

_ (Vi + Vj + n + n,)(i;, + 1;, — n — n,) + k\v + v^ + n + n^){v + v, — n — n,) — h 
" (2n—i)k* 

On pourrait en partant de la relation (70) opérer comme nons Tavons 
fait dans les cas précédants, mais la relation entré les eoefficients a serait 
béaucoup plus compliquée car elle comprendrait cinq eoefficients eonséeu- 
tifs. Nous procéderons par suite d'une fa9on un peu différente. 

L'équation (70) admettant toutes les racines de f{x) = o, il en sera 
de méme de Téquation suivante: 

f\x) — AV»-^! — a:)^-»-^! — k'x)'''-' = o 

et comme le premier membre de cette derniére équatioii est entier, on 
aura en désignant par /| {x) une fonction entiére de x de degré ^ — 2 

(70 f\^) — ^'x'^-\i — xy^^-^ii — k^xy^^-' = f{x)f,{x). 
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PreooBi» la dérivée de cette équation nous äurons 

2f'(x)f"{T) — k'{2n., _ I _ 2[«, + n, —'i + k\n, + «, — i)-\x 
+ (2W3 + 2M, + 2W, — 3)A;V''}ir-'"'-'(i — a)'"'^\i — k^xy''-^ 

élimiTiong A* entré cette équation et la précédantc nous pourrona écrire 
le resultat de la inanicre suivanter 

r{x)\2x{i —x){\ —k\t)r'{or) — {2n^— I — 2[«3 + M,— 1+ k\n^ + n^— i)]x 

+. (2«, + 2n, + 2n, - i)kV}r(x) — a<i — x){i —Jc'x)f^{x)] 
= f{^) [^( I — aj)( I — li^x)f[{x) — (2n3 — I — 2 [«3 + »i — I + k\n^ + n, — i )]a; 

+ (sn, + 2», + 2nj — 3)Å;»a;»}/;(.'r)]; 

mais /"(ic) étant premier avec f{x) puisquc toutes les racines de f{x) = o 
sont distinctes on devra avoir 

X{l — X){l — Vx)f{{x) — {2«3 — I — 2[W3 + «, — I + *»(«, + »1 — l)'\x 

+ (2«3 + 2n, + 2«, — i)k'xY,{x) = {Ax + B)f'{x) 

A et B étant des constantes puisque le premier membre est de degré /9 
et qu'il doit en étre de méme du second. 
On en déduit ensuitq 

2a;(i — x){i — k^x)r{oc) — {2n^ — i — 2[n^ + »^ _ i 4. k\n^ + «, — i)]a; 
+ (2n, + 2», + 2n, — 3)Ä*a;y(ar) — a-(i — a;)(i —k'x)f,{x) = (^a; + By(4 

Soit . . 

f,{x) == 5:/£,_,a?«-* 

en convenant toujoiirs, dans ce qui suivra, que /i, = o pour t < o ou 

i>^—2. 

Ada mathtmntica. 8. Imprimé O Octobre 1883. 40 



314 



Sparre. 



On trouvera d'abord en égalant entré eux las premiers coefficients 
de X dans les deux relations précédantes 



A = — k^[i{p 



2n 



o 



B = _ ^[(n — M,)(i + A») + (n, — «,)*'*] — k\{2n — i). 

Ensuite en égalant dans les deux menibres de la i*'* relation lea coeffi- 
cients de rr^~'~* et rempla9ant ^ et jB par leurs valeurs^on a 



(72) 



- * V - 2n + i)fi,^, + k'^{^ — 2« — i)(y9 



i— i)a, 



Puis égalant dans les deux membres d«f la a*"* relation les coefficients 
de af~* et rempla^ant ^ et B par leurs valeurs on a 



(73) 



k%W—2i^2) — {i+i){2n—2i—i)] + a,_,{—p{fi—2i){i+k') 

+ 2»[n -|^ Hj — i + Ä;'(n + n, — i)] + (an — 0*\} 
+ a<-j(/5— i+ i)(2/9—2i— 2», + i)— //,_, + (! +&>,—*>,+, = o. 



(74) 



En éliminant ensuite /i^+i entré ees deux relations on en déduit 

2(w, + «J/i,_i — 2(nj + w,AV, — .A;'(?: + i)(2n — 21 — i)(2n — 
+ 2{(2n ~ i)(n — i)k\ + /S(i5 — 2i)(w, + n.k') 
+ i(2n — i)[{n — t){i + A") + w, + ^a^^Dai-i 
— (^ — 2n + i)(/5 — i + 0(2/3 — 2n3 — 2* + ^a^^j = o- 



0«i 



Cette équation lorsqu'on y suppose n, = n, = nj = o (et par suite 
yj = n) donne Téquation (23) de la page 128. 

On calculera ensuite les coefficients a et /i de la maniére suivante. 

En faisant d'abord i = — i et i = o Tune des équations (72) ou (73) 
donnera fi^ et /ij . Cela fait en faisant i = i dans (74) on aura a, . 
otj étant connu la formule (73), par exemple, donnera en y faisant i = i 
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/£,, on obtiendra ensuite a^ au moyen de la formule (74) oii Ton fera 
i = 2, et ainsi de suite. 

D'une fa9on générale si Von connait ot^ , a,, a, et /£^ , /ij , /i,, 

la formule (73) donnera /i,^^ en y faisant i = s et /i^^i étant connu la 
formule (74) donnera a^^i en y faisant i = 5 + i« 

Nous obtiendrons donc de la sorte tous les coefficients p, et a. 

Il y a toutefois lieu de faire une remarque pour le oas oii 
^ > 2n + i> car en faisant i = 2n on n'obtiendra pas la valeur de oc^ 
et en donnant a i cette valeur dans (74) cette relation, qui a lieu entré 
des quantités déja connujes, devra se reduire ä une identité. 

On operera dans ce oas de la maniére siiivante. 

On calculera les coefficients a^ , a, , a2i.-i ^t /i^ , /i^ , /i^n 

en fonction de a^ au moyen* des équations (73) et (74) comme nous 

Tavons indiqué. On calculera ensuite les coefficients ota^+i, a^n+a, a^_i 

6t /tjn+i, /i2«+2> /'/j-? ^^ fonction de a^ et o^^ au moyen des niémes 

équations ou Ton donne ä i les valeurs 2n, 2n + i> /? — i dsius 

(73) et 2n + i> /? — I dans (74). Les expressions que Ton obtiendra 

ainsi seront toutes linéaires par rapport a o,,,. En faisant ensuite i = ^ 
dans (73) ou (74) on obtient la relation 



(75) 



«^-i{y^(^ - ^•s){' + k') + K - n,)*'T + {2n - i)k\} 

— (2^3 — 0«.J-2 = O 



et a^_j et a^_^ étant linéaires par rapport a o,» cette relation fera con- 
naitre cette derniére quantité. 

Uéquation qui admet pour racines sn^a, , sn^a^ sn'a^ dtant 

ainsi connue, la concordance des signes entré les quantités «i, a.^, a^ 

sera foumie par les relations (69) 

/(Bn'a.) _ _ /(sn'a,) ' • _ ^^^ 



sn 



itu—l 2n^—l j 2ä,— I 214—1 ^ 2»--l j 2ii|— 1 

r* ttj en ^^ ttj dn * a^ sn ^ a^ en * a^ dn * a< 



qui lorsque le signe de a^ aura été choisi arbitrairement fera connaitre 
celui de toutes les autres quantités. 
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L'ihtégrale générale sera dnnnée ensuite pai' la formule (14) 
dn" X en'» :c sn"'^ a- Ä -^ ^— ^^ — „ '^ , -— ^ ^^ e^ 



c 



, ^ Hjjs + a,)H{x + n.,) ff(* +_aj) ^ , 



oii — est donné par les forinules (9) 

4kt 



^ = V «'(«<) _ v ^'. ("O _ v ff'.(«<) _ v tf '(«.) 






IX. 

Nous allons maintenant inettre le resultat sous la merne forme que 
dans les deux oas particuliers que nous avons déja examinés. 

Pour cela nous écrirons d'abord Tintcgrale de la maniére suivante. 



(76) 



dn"^"' X en'' "' x sn"' "' t I A — ''■^-^ \ ^ ^ e' 

L »V) J 



, „ H(a! + a^)tf(^ + g.) Ujx. + 



^)rH 



et, nous rcinarqucrons que la foiiction doubletiieut périodique de 2"'' espcce 

g(^ - a.)£f(a; - aj f/(.g - >,,i) ^f x 
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qui admet Ics rnultiplicatéurs 

(_ lyv'^ et e- ' 

t ... 

é 

pcut se inettre sous la forine sui vante 

Mais si Ton prend 
le premier facteur 



7r(/9+l)f 



2Ä~"' ^(« - öt,) H{x — a,i)H{x + (o) 



^^\x) 



scra uiie fonction doublement périodiquc ordinaire de x. 

Cette fonction doublement périodique d'ordre (^ + O P^ut se mettre 
sous la forme 

(77) A(f{<sX\^ x) — sn X en x dn X([^{m^ x) 

(voir trnité de I.ackoix note de M. Hehmite) if{x) étant un polynome 
entier en x de degrc w, si fi est egal a 2m ou a 2m — i, et i/'(-r) un 
polynome entier en x de degré m — i, si y9 = 2m et de degré m -t— 2, 
si y9 = 2m— I (^'(.r) est donc dans tous les cas de degré /? — w-^— i). 
Cette fonction devant étre nulle pour x = a^ on aura 

^ A^{su^a^ — sna^ cna< dntf,Y'(8n^c/,) = o 

d'oii 

sn (Ii en «: an a. = —,- — — -^ . 

^(snvi,) 

Milis on a nussi en vertu des relations (69) 

I /sn 'tr, en Vi, cm 'a^ 
snr/, cnr^ (Ina. — — r-- 



y 
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et par suite en prenant -4, qul est arbitraire, egal a A on aura 

et cette relation devant avoir lieu pour toutcs les valeurs ilc sn'a qui 
annulent f{x) 6n est conduit a poser 

sn^^^o; cn^"»a; dn^"»ir^(sn'rr) = jr(sn^rr)/^(sn'rr) — /(snV)ö(8n^rr) 

0{x) étant une fonction entiore de x de degré m — i. 

Si nous reinpla9ons maintenant sn^o; par x cette relation deviendra 

(78) x''^! — xYii — k^y^ipix) = if{x)f\x) — f{x)d{x). 

Soit 

if{x) = A^ + A^x + + A^x"^ 

e{x) = B,+B,x + + B^_,x"^-' 

<p{:x) = R, + R^x + + i2,-._iar^-"-^ 

On va voir quon peut toujours déterininer au nioyen de la relation 
(78) les coefficients de ^(.x), 0(x) et <p{x). 

En effet les quantités A^A^ ^0^1 ^0^1 entrent 

toutes linéairement dans les coefficients de x dans les deux meinbres de 
(78). En égalant donc, dans les deux inembres de cette relation les 
coefficients des mémes puissances de Xj on aura (puisque le second 
membre est dans tous les cas de degré m + ^ — i et le premier d un 
degré au plus egal) m + /^ équations qui pennettront de déienniner' 
a un facteur constant prés, les m + ^ + i coefficients de ^{x), d[x) et 
(l>[x) puisque ces équations sont linéaires et hornogenes par rapport ä ces 
quantités. 

Panni ces w + /^ équations, on en obtiendra d'abord n^ en égalant 
a zéro dans le second membre de (78) les coefficients des puissances de 
X inférieures ä Hg , et ensuite 2m + ^ — P ^^ égalant a zéro, dans le 
méme second membre les coefficients des puissances de x supérieures ä 
2^9 — w — n — I, nous aurons de la sorte 2m — n^ — n^ équations qui 
ne contiendront pas les coefficients 72 de (p{x). 
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Les coefficients des fonctions ^, ^ et ^ étant ainsi äétermincsi, noiisi 
aurons avec un choix eonvenable de la constante A 



(79) 



Xfi{sa.^x) — snic ena; ånx^{e.n^oc) 

- aJ^' g(^ - «.)g(«' - «.) g(«' - «>»)ff(-« + <") 

Jif^ • jr—r 



car le premier membi^e qui admet les zéros a^, a^, a^ admettra 

aussi en vertu du théoréine de M. Liouville le zéro 



= —[t a, + ifi + i)iK'] 



puisqu'il est doublement périodique aux périodes 2 K et 2iK' et que la 
somme de ces infinis (^ + i)^^'- 

En changeant a; en — a; on aura ensuite 



(80) 



X^{Bn^x) + snrr ena; dnic^(sn*ir) 






On en déduit d'abord en faisant le produit des deux équntions (79) 
et (80), et désignant par S tine oonstunte 

X^^^{sn^x) — sn^^rr cn^rr dn^a?^'(sn^ir) = ^(sn^ic — sn^ o)) f{s^n^ x) 

et en rempla9ant sn^^a; par x cette relation deviondni 

(81) XY{^) — <i — ^)(i — h^x)(l>\x) = S{x — Bn^a})f{x). 

En égalant d'abord dans les deux membrcs de cette relation les 
coefficients de x et les termes constants on luira 



(82) 



Å'^Al = — Ssn'ö>a^._i. 

2X^AqA^ — iBJ = Ä(a^_i — »n^(oa^_^). 
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Kgalsiiit ensuite dans lés deux. inembres de (8i) les coefficients des 
puissiuices {jS -]- i) de. Tj 
t'* si 13 r=: 2m on aura 

(83) - AX-, == 5 

et les éqimtions (82) et (83) donnéront 

2" si j3 = 2ni — I on aura 

(85) ?^'Al = S 

et des équations (82) et (85) on déduit pour ce oas 

(86) • sn^a> = — -r^ et Å' = -—, ^^, ,, ' . 

Les forinules (84) et (86) permettront done d'obtenir dans tous les 
cas les valeurs de ?s et o) au signe prés. 

On obtiendra ensuite la concordance des signes entré X et ö> en 
reinarquant que Téquation (79) nous fait voir que 

Åfr(sn^:r) — snrr cn^r dn;r^(sn'^j^) 

est nul pour x =r= — o). 
On doit don(* avoir 

/Q \ s snro cii {O dn {O (/f(sn^{o) 

(07) / = — ^ — T . 

C 
11 nous reste niaintenant a obtenir Texpression de — en fonction des 

coefficients connus et de co. 

« • 

Or on a \r.\r l'une des formules (9) 

2 4* «^«<) 
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et si Ton prend la dérivée logarithmique de la relation (79) et qu^on 
y fasse ensuite a: = o on aura 






fi 






on en déduit par suite 



2 2K H{a)) "^ ÅA, 



Donc rintégrale cherchée prendra en définitive la forme 



dn'' "»a; cn^^^^^^x 8n''*~"»a; I A[Å^{s^n^x) — sno: ena; dnir^(sn^a;)] 



X 



9(x) 



H{x + oj) 






&{x) 

+ B[?,^{Bn'^x) + &nx cnx dux^{s>n^x)'\jjj^-^—-e 



o(,) .-[S-ä'] 



toutes les quantités qui figurent dans cette intégrale se calculant, coinme 
nous Tavons indiqué, en fonctions des données n, n^ , n^ , Wg , v, v, , 
Vj et Ä. 

Chateau de Valliére, 11 Juin 1883. 
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UEBER GEWISSE DURCH DIE GAMMAFUNCTION 

AUSDROCKBARE 

UNEN-DLICHE PRODUCTE. 

Aus einem Brief an Heppn G. Mittag-Leffler 

VON 

HJALMAR MELLIN 

in HELSINGFORS. 

Die Gleichung 

™ =ttfi ^—] 

r{z - p,x)i\z — p^x) ...r{z—p^) liv (« + «)' /' 

n = 

welche in meinem in Acta Mathematica Band 3 Seite 102 — 104 publi- 

cirten Brief vorkommt, känn noch auf folgende Weise verallgemeinert 

werden, 

Ist R{x) eine beliebige ganze rationale Function, welche der Bedin- 

gung 

R{o) = o 

genftgt, bezeichnet ferner otj den Coefficienten der ersten Potenz vqn x 
in R(x): 

R{x) = a^x + oL^x^ + • • • + 0^^% 

und biidet man das Produet 

(■+«(i))n(-+^(^»)r-- 

Aeta mathtmatiea. 3. Imprimé 19 Octobre 1883. 
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SO hat dieses fttr jeden Werth von x und jeden von ^, djer nicht gleich 
o, — I, — 2, ... ist, einen bestimmten endlichen Werth, und es ist 



00 



7w:.T7Ä^7wÄ=H' +^(:-))n(- +«(--T-«)K"-' 

' {G =0,577...) 
i 

wo /?j , /?j , . . . , /?^ die Wurzeln der Gleichung 

bezeichnen. 

Es scheint mir, dass diese Gleichung an die Seite der Gleichung 

gestellt werden känn: durch diese werden gewisse unendliche Reihen, 
durch jene gewisse unendliche Producte bestimint. 

Die erwähntc Gleichung ergiebt sich auf folgendc Weise. Weil 
fil 9 Pqj ' ' '7 fiy ^^^ Wurzeln der Gleichung 



/'•(i+^(^))=/>" + «i/o'-^ 



+ . • . + «v = 



bezeichnen, so ist 



C4^y('+Mr^))-('-^-'")('-^-''-)-(^-''-) 



und raithin 
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Hieraus folgt, weil — a^ = p^ + />3 + • • • + />y ist, 



00 

^ ' — a, - 



(■+M^))n('+Mri-.r' 






iz-p,x)Ily+'—r^} 



'- - j« ' 

v TT I . ^ \ — ' ^ 

■■'--le *• 



n(-^)' 






t—pyX 



(z -~ J« " 



g— OCf-/»yJ:) 



welche gérado die in Frage steheride Gleichung ist. 

Bezeichnet man die logarithniischc Abloitung von r(/) durch ^{2), 
so könne^ noch folgende Gleichungen aufgcstellt werdcn: 



00 



1 [Z — />,«)/ {Z O^X)...l {Z />,«) N-0 



(.-o 
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SUR LES INVARIANTS 

DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIJ^LLES LINÉAIRES 

DU QUATRIÉME ORDRE 

PAR 

G. H. HALPHEN 

å PARIS. 



eJc me propose d^étudier ici la théorie détaillce des invariants pour 
les équations du quatriéme ordre, et d'identifier cette théorie avec celle 
des invariants différentiels pour les courbes gauches. Une partie de cette 
étude se trouve déja dans mon mémoire Sur la réduction des équatiofis 
Unéalres aux formes intégrahles;[^) niais je ne renverrai pas le lecteur a ce 
mémoire, et Ton trouvera ici une exposition compléte, suivie d*applications. 

I. Soit une équation linéaire du quatriéme ordre 

C) g+4P,g+6P.g+4P.g + i>.I'=o; 

oii les lettres P désignent des fonctions de X. En dénotant par w et /£ 
deux fonctions de X, posant 

(2) dx'^'^' Y=^yy 

et prenant a?, y pour nouvelles variables, on obtient une transformée 

C) Mémoires prdsentés par divers savants h Tacadémie des sciénces de rinstitut 
de France. T. XXVIII N^ 1 (Paris 1883). 
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Les nouveaux coefficients p s'expriinent au moyen des anciens coeffi- 
cients P et de w, [x avec leurs dérivées w', w", ... ;m', /i", . . . prises par 

rapport a X. Toutc fonction de ^, -^ , . . . est done exprimable par 

P, ■j=y . . . Uy w', . . . /i, /i', . . . Si cette fonction f est telle que 
w, u\ ... /i, fjL . . . disparaissent de son expression, on a alors . 



^Y' dx' ''] ~ ^y' dx' •••)' 



et f est un invariant absolu. Uexistence de telles fonctions sera bientöt 
prouvée. Nous la supposons d'abord. 

2. Sans qu'il soit besoin de développer les relations entré les P et 
les py observons seulement le caractére suivant: 

En dénotant par A^_i une fonction linéaire des coefficients P, affectés 
d'indices non supcrieurs a (m — i), on a 

d^P 

Généralisons cette rcmarque comme il suit. Attribuons a — ^ le poids 

dX 

{m + w)- Pä'^ la méme lettre A, affectée d'un indice, désignons une fonc- 
tion linéaire des P et de leurs dérivées, oii le poids de chaque terme ne 
dépasse pas Tindice de A. De la précédente formule, nous déduirons celle-ci: 



dx 



Pm ^ I ( d^^Pfn I . \ 



Etendons encore la convention en admettant pour Å une forme non linéaire. 

dP 
Soit An une fonction entiérc des P, ^ , . . . , et dont tous les termes 

soient d'un méme poids n. Soit a, la méme fonction formée avec 
Pt -^1 • • • Nous aurons 

(4) «» = -T (^» + ^n-l) • 
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On ne manquera pas d'ob8erver que les restes A sont nuls dans le cas 
particulier ou u est Tunité, et fi une constante. 

3. Considérons un invariant absolu^ rationnel par rapport aux P et 
leurs dérivées. Mettons les poids en évidence, en réunissant au numéra- 
teur ainsi qu'au dénominateur les termes de poids commun, ordonnons 
par rapport aux poids, et dénotons ces poids par des indices. Soient ainsi 

An + An~i + An-2 + ■ » . Ctn + ^1» -1 + <^n-a + » « « 

Bm + -Bm-1 + B„^2 + . • . hm + ^i»— 1 + ^»»^2 + • '• • 

dP 

les deux expressions de Tinvariant, par les P, ^, ... d'une part; par 

les ^, -^ , ... d'autre part. Ces deux expressions doivent étre identiques, 

en vertu des relations telles que (4): c*est la ce qué suppose Tinvarianee. 
Prenons d'abord le cas simple ou u est Tunité et fi une constante. 
Nous aurons identiquement: 

Ä« + B»-i + B^^i + ,..- f^ B^ + fiB^^, + ix^B^^^ + . . . • 

De la résulte n = m, -4„_x = o, B^_i = o, . . . ; Tinvariant se réduit au 
quotient de deux fonctions -4^, B„, toutes deux homogénes quant au poids, 
et toutes deux d'un méme poids w. 

Prenons maintenant le cas general; nous aurons, suivant (4), et avec 
deux restes A„_i, A^^i, une identité telle que 



An + ^n_i 



n 



Bn + Xn-\ Bn * 

Or les deux restes étant de poids moindre que n, a tous leurs termes, et 
Än j B„ pouvant étre supposés sans facteur commun, le quotient A„_j : Ai_i 
ne saurait étre egal a Än'.B^. Donc les deux restes sont nuls. 

Donc le numérateur, ainsi que le dénominateur, d'un invariant absolu 
est un invariant relatif, ayant la propriété que caractérise la relation 



K^'S' •••) = 7K^'S' •••)• 



Le nombre n est le poids de l'in variant; il est entier et positif quand ^ 
est, comme dans cette analyse, une fonction entiére. 
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dP 

4. Si une relation algébrique entré P, -7^, ... est invariante pour 
les substitut ions (2), c'est a dire si cette relation 



^(^'S' •••) = ° 



a pour transforinée 



^(^'1' •••) = °' 



alors ^, supposée fonction entiére, est un invariant. Oti le prouve en 
raisonnant comme tout a Theure. 

De telles relations inyariaiites peuvent étre aisément con9ues et 
fournissent la voie la plus naturelie pour .obtenir les invariants. Pour 
ce but, on n'a qu'ä choisir une écjxiation exprimant, entré les intégrales, 
une relation invariable a la fois par les substitutions (2) et par le change- 
ment des intégrales entré elles. 

Il existe, par exemple, une telle équation exprimant que les inté- 
grales sont liées par une relation quadratique homogéne a coefficients 
constants. Il n'y a aucun embarras théorique, mais seulement longueur 
de calcul, ä former cette équation de la maniére suivante: si y est une 
intégrale de Téquation proposée (3), y^ satisfait a une équation dififéren- 
tielle linéaire du 10*"® ordre, dont on peut calculer les coefficients en 

fonction de ^, ^ , . . . Dans cette équation, mise sous forme entiére, le 

coefficient de la dérivée du 10*"® ordre fournit la fonction ^ dont il 
s'agit. Je reviendrai plus loin (n** 30) sur ce calcul. La fonction ^ sera 
d'ailleurs trouvée par une autre voie. 

5. Cest la considération d'une autre transformée, celle-ci du 6*"* 
ordre, qui va nous fournir le plus simple des invariants. Prenons Téqua- 
tion primitive privée de son second terme, 

y'^ + 6p,y" + 4p,y' + p^y = o 

et dénotons les dérivées par des accents. 
Soient w, w deux intégrales, et .posons 

z = uw' — wu*. 



Sur les invariaDts des équations différcntielles linéaircs du quatriöme ordrc. 329 

Uinconnue z satisfait a une équation linéaire du 6*"® ord re, que nous 
allons former. Suivant une notation usitée pour les déterniinants, écrivons 
en dififérentiant successiv^ment 

f 

z' = (uw") 

n" = {utv"') + {u'w"). 

A la dérivée suivante, höus éliminerons t/'^ et w^'' au moycn de' l'équation 
proposée; en tcnant compte des relations précédentes, nous aurons 

z"' + 6p^z' + ^p^z = 2{u'w"'). 

En continuant, nous obtenons a la dérivation suivante 

{z"' + 6p,/ + 4p^z)' — 2p^z == 2{u"tv"') — \2p^{u'tv"). 
Posant ensuite 

Z = {z"' + 6p^z' + apA' + ^PÅ^" + ep,/ + 4^3'^) — 4P*^' — 2^:^. 
la cinquiéine différentiation nous donne: 

Z=4{2p,-ip',){u'w"). 

Voici enfin la transformée cherchée: 

(2i'3 — SP'^)^' — (2i>; — 3Pi')Z— 2(2^3 — zp',y{z"' + 61,,/ + 4p^z) = o. 

Gette transformée se rédiiit au cinquiéme ordré, et consiste en Z = o, 
dans le cas particulier oii l'on a identiquement 

F = 2i)8 — 3i>J = o. 

La relation j? = o exprimé donc que les six fonctions {uw') sont liées 
linéairement. Une telle propriété est invariante pouf les substitutions (2), 
et se conserve aussi quand on change les intégrales. Donc f> est un 
invariant. 

Pour avoir les mémes notations que dans ma théorie des courbes 

kcta mathematica, 8. Imprlmö 28 Octobre 1888. • 42 
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gauches, (^) je prendrai comme invariant fondamental jr, que je 

%j 

désignerai par la lettre v, Voici donc le premier invariant ä employer: 



(5) 



i' = ^{3Pi—2p,). 



6. Arrétons-nous un instant pour faire une .application en prenant 
pour exemple Téquation 



(6) y^^— 2n(n + i)f!/"— 2n(n + i)fy' + 



- n(H+ i)(n+ 3)(n — 2) ^„ " 

fi p +« 



!/=0. 



Les lettres « et a désignent deux constantes. Quant ä la lettre p, elle 
représente la fonction elliptique de M. Wkiehstrass ; pour abréger récriture, 
j'omet8, apres cotte lettre j», celle qui représente la variablc indépendante. 
Je rappelle, d'aprés les notations usitées, les relations • 



r" =- 41»' 



9if — 9i 



?" = ^f-^9. 



Jtl 



= 12 



rf 



Dans cet exemple, Tinvariant v est nul; en faisant le caleul de Z, 
* on troijve alors que le dernier terme manque. De la sortc, en prenant 



wu 



C= is' = uw" - 
on a une transformée du 4*°*® ordre: 

(7) iT — 4w(n + OpC" — 6n(w + i)p'(r + [/? — M^ + Or]^= o» 

dans laquelle la constante p est liée ä a par la relation 

^ n*(» + I)' 

/5 = -^ — -9-, — 4». 



(*) Sur les invariants différeniieh des courhes gauches. Journal do 1 Ecolc Polytech- 
nique. XLVIP"»^ •Cahicr (Paris 1880). 
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J'ai déja, dans mon méraoire Sur la réduction des équations linéaires 
(p. 272), signalé lequation (6), au cas ou n est un nombre cntier, commc 
intégrable d'une maniére analogue a Téquation de Lame. On verra plus 
loin (n*^ 22) qu^elle se raméne a Téquation de Lame elle-mcme. 

7. J'ai ppis, au n° 5, une équation privce de son second terrne. 
Il est facile de revenir au cas general. On fait disparaitre le second 

tennc de Téquation (1) en prenant y = IV ^*^' . La transformée a les 
coefficients suivants 



(8) 



« 



Dans un invariant ou Ton a fait i\ = o, il suffit de remplaccr p^yTdj Ih 
j)ar ces valeurs (8), pour obtenir la forme générale. 

J^eniploierai communément la méme lettre, inajuscule ou niinuscule, 
pour un méme invariant supposé se rapporter a Téquation (i) ou ä 
Téquation (3). Ainsi, pour Téquation compléte (i), Tinvariant (5) sera 
désigné par F; il aura Texpression suivante, ou les dérivées sont prises 
par rapport a X: 

(9) . 3oV=-F,' + 3{P',-2P^F,)-2{P,-3P,P^ + 2P\). 

Son poids est egal ä 3. En conséquence, la mcme ^uantité t;, exprimée 
par les coefficients de (3), et avec les dérivées prises par rapport a Xy 
donne lieu a Tidentité 

8. Envisageons quatre intégrales distinctes Y, comme les coordonnées 
homogénes d'un point Y de Tespace. Ce point varie avec X et a pour 
lieu une courbe attachée a Téquation. Changer les intégrales Y revient 
a transformer homographiquement la courbe; changer F en wF ne change 
pas le point; changer la variable indépendante n'altcre pas la courbe. 
On voit donc que la courbe attachée, définie par une quelconque de ses 
homographiques, est invariante pour les substitutions (2). Donc ses in- 
variants sont aussi des invariants de Téquation diflférentielle. 
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Les coefficients de Téquation, exprimés par les intégrales, sont des 
fonctions des elements infinitésimaux de la courbe en un méme point. 
Donc les invariants de Téquation, composés algébriquement avec les 
coefficients et leurs dérivées, sont des invariants différentids de la courbe 
attachée. • 

Les déterrainants {uw'), considérés au n** 5, sont les coordonnées de 
la tangente a la courbe. Ainsi Tinvariant t; a la signification sui vante: 
Véquation v = o caractérise toute courbe dont les tangentes appartiennent ä 
un ménie complexe Hnéaire. 

Dans ma théorie des courbes gauches, j'ai employé les coordonnées 
cartésiennes x, y, Zy et pris les déiivées par rapport a x. J'ai fait usage, 
en outre, des notations sui vantes 



a„ = 



y z — z y 



n . f -. »."«'" ^"».'" 



b. = 



4.S'"n y"z'" — z"y' 
y z — y z 



. 4. . . n y z — z y 



Tout invariant différentiel entier, divisé par une puissance convenable 
de (y"/" — /y ") , s^exprime en fonction entiére des quantités a, 6. Avec 
ces notations, j'ai trouvé par la propriété géométrique précédente, Tinvariant 

v = a^—2b^ — la^a^ + 30^ + 2aJ. 

Les deux invariants, dénotés tous deux par 1;, ne peuvent differer que 
par un facteur numérique. Voici comraent on peut faire facilement la 
comparaison. 

Prenons une équation privée de ses deux derniers termes; elle admet 
alors les solutions \y x. Si Ton appelle y, z deux autres solutions, on a, 
d'aprés les notations précédentes. 



i>i = — «4, i^a = — 2*4. 



De la, en difiérentiant: 



y/^ = — 5 . 6 . . . (i- + 4)a,+4 + . . . 
/?2*^ = — 2 . 5 . 6 . . . (A + 4)&^+4 + . . . 
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formules ou sont négligés des restes contenant des dérivées, toutes d'ordre 
inférieur ä (Ä + 4). 

On voit par la que, dans F, fourni par la relation (9), le terme 

de Tordre le plus élevé^rovient de i^'; et c'est précisétnent a^. 

Ainsi rinvariant v, adopté ici, colncide exactement avec celui de ma 
théorie des courbes. La méme précaution sera prise, dans la suite, pour 
les atutres invariants. La vérificaticm pourra étre faite de la méme 
maniére; mais je me dispenserai de la reproduire. 

9. La connaissance d'un seul invariant conduit a la formation 
immédiate de tous les autres, au moyen d'une forme réduite de réquation 
diflférentielle. 

A cet effet, employons Tinvariant V. Dans la substitution (2) prenons 

fi de fa9on a réduire v ä une constante numérique, soit — ; et w de 

%j 

fa9on a priver la transformée du second terme. Cc choix est réalisé ainsi 

;, = (3oF)», u= V' h"^ ''''''. 

En appelant f, ly, au lieu de x^ y, les variables nouvelles, nous avons la 
forme réduite sui vante 1 



/ 






+^«$+<f--)l+^'=° 



dP 

Les lettrcs -ET, K désignent deux fonctions des P, j=y . . .y et ce sont 

manifestement des invariants absolus. Leurs numérateurs sont rationnels, 

leurs dénominateurs sont des puissances de V. Il en va de méme de 

dH 

-Tz ; car on a: 

d$ 

dH __ I dH _ ^ 
^f "" (3oF)i dX " ' * 

De méme encore les dérivées successives de Hy ff, prises par rapport 
a f , 8 expriment par une double suite d'invariants absolus, a numérateurs 
rationnels, et ä dénominateurs égaux ä des puissances de F. Soient 
Äj , H^j . . . ; K^j Äj , . ^ . ces invariants absolus. 
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Tout invariant absolii peut etre, Siins altération, calculé sur Téqua- 
tion réduite. Donc tout invariant absolu rationnel est expriinal^le ration- 
nellement par //, J/j, Jffj, . . .; if, K^j K^^ . . . ; et tout invariant rclatif 
entier, divisé par une puissance de F, est exprimable en fonction entiére 
des mémes quantités. 

I o. Le calcul de K est immédiat ainsi: prenons 1'équation privée 

du second terme, alors u se réduit a F ^ . Donc K = o exprinie que 

Tcquation adinet la solution F ^ , et le numérateur de K est Vinvariant 
suivant 



9^ 



= v~'[{v ^) + 6pÅv ^) + 4pSv ') + P^^ ']. 



oii Ton na plus qu a mettre F au lieu de Vy et a substituer aux p les 
expressions (8), pour obtenir Texpression gcnérale du numérateur 0. 
On a d'ailleurs 





K = 



F'(3oF)t' 



Cett« analyse, faite au moyen de Tinvariant F, peut se faire de méme 
au inoyen de tout autre. Ainsi p^ , p^ , p^ désignant cncore les quantités 
(8), et (O un invariant quelconque du poids m^ la combinaison 

W^J + 6i>,(a>"H + ^p^w""^) ^-p.w ^ 

est un invariant. 

II. Pour avoir Texpression de H^ employons les formules générales 
de transformation, mais en nous bornant a une formule unique qui nous 
suffira. 

Soit une équation privée du second terme 

Changeons la variable indcpendante d'une maniére arbitraire, en posant, 
comme précédemment, 

dx 
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En méme temps, changeons riiiconnue de raaniére que la transformée 
maiique aussi du second terme. Pour ce but, il faut prendre 



Posons alors 



Y = y,i 



I dfi __ 



dX 



= A 



La transformée étant 



d*y . ^ d^tf . dif . ^ 



son coefficient p^ est donnc par la formule 



(lO) 



6/>, = ^( 



= -^ 6P. 



5^' + I A') 



Dans cette formule (lo), facile a vérifier, la dérivée A' est prise par 

rapport a X. 

- ' I F . 

En y mettant (30 F)^ pour /i, et, par conséqucnt, --^ pour A, nous * 

trouvons pour le numérateur de //: 

J = 5 yyn _ 35 prf _ ^pv\ 
6 36 ^ ^ 

En revenant, par les formules (8), au oas d'une équation compléte, 
nous avons l'invariant 



00 



5 



J = I vv 

o 



>/ 



35 
36 



F' — 3(p, — p? — p;)r. 



De la résultc, pour JI, Texpression 



H = 



v'{3or)i' 



Voici, il propos de J, une observation qui sera utile plus loin. En 
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retenant seulement les premiers termes de F, donnc par (9), nous pouvons 
écrire 

-4 et JB ne contenant pas de dérivée au dela du second ordre. 

12. D'aprés le n** 9, les trois invariants F, J, peuvent servir 
a la formation d'une double suite indéfinie d'invariants, par le moyen 
desquels tout invariant 8'exprime rationnellement Mais J et ^ ne *sont 
pas les plus simples qu'on puisse choisir; il en existe deux autres qui ne 
contiennent pas de dérivée au dela du 3*"® ordre. Cest ce que je vais 
faire voir. 

La voie qui va étre suivie pour obtenir le premier de ces invariants 
^ donne aussi Tinvariant F; elle s'applique aux équations de tous les ordres. 

Soit Téquation 

(12) &" = gz. 

En faisant y = z^j on en déduit, pour y, Téquation sui vante: 

(13) y"^ — ^ogtf — iog'y' + z{zg^ — g")y = o. 

Si z^ et z.^ sont deux intégrales de (12), distinctes entré elles, on a, 
pour (13), les quatre intégrales • 

Zi y Z1Z2 f Z1Z2 y Zr2» 

Ainsi Téquation (13) est le type de Téquation du 4*°*® ordre ayant quatre 
intégrales satisfaisant aux relations 

y± =,y± :=y± 

v, 3/3 Va ' 

En d'autres termes, ä Téquation (13) est attachée lä cubique gauche. 
Comparée a Téquation générale, privée du second terme, la forme (13) 
donne lieu aux relations 

3i>3 = — S9y 21)3 = — sy, p, = 3(3//^ — g''), 
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d'ou, par élimination de g^ 

(14) ZP2 — 2p, =0, p, — jp', — (|j pl = o. 

Ces deux relations (14) peuvent ötre considérées comme les équations 
différentielles des cubiques gauches. 

13. Voici, en maniére de digression, un exemple de Téquation (13). 
Prenons n 

g = n{n + i)p, 
les notations étant les mémes qu'au n** 6. Nous avons ainsi l'équation 

y^— iow(w + i)p/'— iopi{n + i)py 
+ f »(« + !)[«(« + i)^ -h (» + 2){n - i)f']^ = o. 

Cette derniére est, d^aprés* notre analyse, une transforraée de réquation 
de Lame dans un cas particulier 

Elle est donc intégrable quand n est un nombre entier. Mais Téqua- 

tion en z est aussi intégrable pour n = - (voyez plus loin, n° 47). Ce 

cas donne le resultat suivant: 
réquation 

y" - -jpWy" - TP'(«)y' + §[|^, - 5p"(«)]y = o 

a pour intégrale générale: 



3 



. = r(|)-4r(?)] 



gf étant un polyn6nie du 3*^°*® degré a coefficients arbitraires. 
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14. Revenons aux équations (14), dont la premiére est 1; = o. La 
geconde, tout en n'ayant pas un invariant pour premier membre, va servir 
ä en former un. Soit cd ce premier membre, et soit H la méme quantité 
formée avec les lettres P, en supposant qu'on envisage la méme substitu- 

tion qu'au n® ii. Je vais chercher la liaison entré o) et Q. 

r 
De la formule (10) ainsi que de la relation t; =-^F, je déduis les 



sui vantes: 



V. =-;r(P3-3AP, + ...) 



Dans ces formules, on a négligé des restes: dans la derniére, le reste ne 
contient manifestement * aucune dérivée des quantités P. Il en sera tout 
autant du reste jR, que lon obtiendra en écrivant la derniére égalité 
sous cette autre forme: 

Or la propriété expriméé par les relations (14) est invariante. Donc le 
systéme des équations 01 = o, t; == o doit se changer en i2 = o, F = o. 
Donc JB = o doit se réduire ä une combinaison de ces derniéres. Mais, 
ne contenant aucune dérivée, JB est, par suite, identiquement nul. La 
liaison cherchée est donc 

En dérivant les deux membres de v = —zV, on obtient 



dx ~ fi'\dX 3^^j- 
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En conséquence: 



(0+12 






J'ai donc ainsi trouvé un invariant nouveau. Pour mettre les nota- 
tions d'accord avec celles de la théorie des courbes gauches, je le désignerai 
par 4257; Tindice 7 rappelle qu'il est du 7*°® ordre par rapport aux 
intégrales. Voici son expression pour Téquation sans second terme 

(15) 42S7 = P4 — 2i)J + jPi — —pl 

On aura Texpression générale par Temploi des formules (8). Il est inutilfe 
de la transcrire; on remarquera seulement que le terme de Vordre le plus 

élevé est ^ — F/'. 

5. 6. 7 ^ 

Avec Sj et v on peut former une suite indéfinie d'invariants, analogue 

ä la suite Jff, H^y H^j .... Les ordres, marqués par les indices, croissent 

constamment d*une unité, les poids de quatre unités: 

Dans rin variant S^y le terme de Tordre le plus élevé est 



5 . 6 . . . n 



15. Les invariants J et S^ sont tous deux du poids 8. En les 
combinant linéairement, nous formerons celui-ci : — J — -S^y qui, d'aprés 
le n** II, ne contient plus P}^. On y trouve un terme du second degré 
en i^", qu'on peut faire disparat tre en retranchant -^SJ. Nous obtenona 
de la sorte rinvariant 

(16) j =-Lj_iÄ'3— ^5?: 
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il ne contient pas de dérivde au-dessus du 3^™® ordre. Les dérivées PJ" 
et PJ", seules dérivées du 2>^'^^ ordre qui y figurent, y entrent linéairement. 

Enfin le terme en P'^' a pour coefficient ^ — V. 

Avec t^ et v on forme, de méme qu avec s^ et Vy une suite indéfinie 
d'autres invariants: 

h = ^ y< — ^^'iij y ^0 = ^ \vts — y ^''^s) , <io = -[^ y^to — y ^''^öj , • • • 

Uinvariant T^ est linéaire par rapport a P^^"*^ et Pi""'*^ seules dérivées 
d^ordr^ {n — 4) qui y figurent. Le coefficient de PJ*~*^ est egal a 



"n-e 



2 . 5 . 6 . . . n 

16. Soit un invariant exprimé par 57, <;, ^g, /g, . . . Sa dérivée, 
prise par rapport a la variable f (n"* 9), s'expriine facilement de la méme 
maniére. Par exemple, Téquation (16) donne Texpression de å. On en 
déduit 



St, 



I / v 8 ,A 28 

35 V 3 / ' 9 ' 



uence, 



relation qui fournit le numérateur Ivd' v'f7\ de -p. En conséq 

les numératcurs des invariants J?, JET^ , ... sont exprimables en fonction 
eniiere cie Vy s^ , Sg , ... i-j y i-^y ... 

En calculant Vinvariant absolu v' ^s^ sur Téquation. réduite, nous 
obtenons : 

428, j. 3 d^B 9 ^j 

= il ■— "Tml • -" • 



(30v)J 5 ^c* 25 

Nous avons donc aussi le moyen d'exprimer le numérateur de K 
par les mcmes invariants, et, par suite, les numérateurs de jBTj , K^y ... 

Donc tout invariant relatif, multiplié par une puissance convenable 
de Vy est exprimable en fonction entiére des invariants fondanientaux 

Vy S-jy t-jy 5g, t^y • • • 
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17. La construction des invariants fondamentaux tom be en défaut 
si v est identiquement nul. Dans ce cas particulier, il est tout naturel 
de procéder absolurnent de méme qu'au n° 6, mais en prenant s^, au 
lieu de Vj pour base de la construction. Si s^ et .v sont nuls tous deux, 
c'est alors le cas ou Téquation ^peut étre réduitc a la forme (13), et il 
n*existe plus aucun invariant. 

Arrétons-nous sur le cas ou v est identiquement nul, mais non 5;. 
On peut, au lieu de 57, prendre la combinaison 



^^' = ^(lz-7^')' 



qui ne contient plus de dérivée du 3^"® ordre, et reproduit — ^Sj des 

que V est identiquement nul. Gette combinaison W est alors un invariajit 
dans ce cas particulier. Pour Téquation privée du second terme, on a: \ 



— 3^w = p, — -i>; — (IJ pl 



En prenant pour point de départ une équation compléte, ou V est nul, 
et posant 

on obtiendra la transformée rcduite 

Le numérateur de J est 
et Von a 

12{—W)'^' 
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La quantité O irest invariante que si V est nul; mais il existe un 
invariant du cas general qui se rcduit k O si V devient nul. On Tob- 
fcient en changeant de variable de maniére a rendre s^ constant. Son 
expression par les invariants fondamentaux est la suivante: 



e = 



^[^^Kl^O^+H^^^^^-H^'^0^ 



d'ou lon peut chasser d par Teinploie de la formule (i6). 

1 8. Les deux premiers invariants absolus quon puisse former, dans 

le cas general, sont -^ et -^. Dans le cas oii v est nul, on a pour 

premier invariant absolu —g. ■ . 

Quand ces invariants absolus sont des constantes, Téquation réduite 
est fl coefficicnts constants; la courbe attachée est ce que j*appelle une 
courbe anharmofiique, 

Quand, v étant nul, le premier invariant absolu est constant, Téqua- 
tion rcduite manque du premier et du troisieme terme. L'équation 
caractcristique est donc bicarrée: soient + a, + /i ses racines. Les inté- 
grales sont e-"^, e*^^. Donc quatre intégrales satisfont a la condition 
rj^rj^ = rj^T]^. De la une proposition de géométrie: taute courbe anhar- 
7noniquey dont les tangentes appartiennent ä un méme complexe linéaire, est 
située sur une surface du 2^ degré, On verra plus loin (n"" 26) une réci- 
proque de cette proposition. 

19. La dualité géométrique sintroduit par la considération de 
réquation adjointe, due ä Lagrange. * 

Soit réquation 

son adjointe est 

ou bien, dcveloppce: 

^'"^ + (>P^z" — 4(?>3 — 2>P^^' + 0^4 — 4i^3 + 6i);> = o. 

En dcsignant par €^ , c^ , c.^ , 6.^ des constantes arbitraires, on a pour z 
Fexpression suivante par les intégrales y: 
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Ainsi les courbes attachées aux deux éqnations adjointes se correspondent 
dans la dualité géométrique. 

En rangeant dans une méme classe toutes les équations susceptibles 
d'<5tre ramonées ä une méme forme réduite, ou, ce qui revient au méme, 
ä qui est attachée une seule et méme courbe, on voit que les adjointes 
des équations d'une seule classe förment elles-mémes une seule classe. 
Ces deux classes sont ad/ointes Tune a Tautre. 

Les invariants d'une équation sont également invariants pour 1'adjointe, 

En faisant le calcul de Tadjointe pour Téquation (17), on retrouve 
cette équation elle-méme. Ainsi chaque classe, dont Vinvariant v est nul, 
est ä elle-méme sa propre adjointe, Sous forme géométrique, voici la méme 
proposition: les lignes droites qui, faisant partie d^un compieooe linéaire, 
enveloppent une courbe, constituent une figure corrélative ä elle-méme. 

D'aprés la proposition du n*" 18, toute courbe anharmonique dojit les 
tangentes appartiennent å un méme compleoce linéaire, est aréte de rebrousse- 
ment d^une développable circonscrite å une surface du 3^ degré. (^) 

20. Faisons maintenant le calcul de Tadjointe pour Téquation géné- 
rale, mais réduite: 

Nous obtenons 

Pour réduire cette derniére, il suffit de changer la variäble indépendante 
en prenant f^ = — fj-pour cette variäble. Donc, dans le passage d'une 
équation ä son adjointe, les invariants H et K se conservent, tandis que 
V se reproduit, sauf le signe. Ce dernier fait se vérifie aisément par 



Q) Les deux surfaoes du 2^ degrd, sur Tune desquelles est Taréte de rebrousscmcnt, 
tandis que la développable est circonscrite h Tautre, ont en commun un quadrilatére gauche. 
Les tangentes communes aux deux surfaces se partagent on deux congruences distinctes. 
Ce oas remarquable de décomposition a été trouvé par M. Archer Hirst, qui me Ta 
communiqué verbalement, il y a quelques années. 
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Texpression de F; on reconnaitra de méme que Sj se reproduit sans 

altération. Conséquemment S^ se reproduit au facteur ( — i)""*^ prés. 

8 
Le dénominateur fle H étant la puissance — de F, et Hse repro- 

duisant, il en résulte que le numérateur de // se reproduit sans altération. 

Cest rinvariant J. A cause de la formule (i6), on conclut que T^ se 

/ 8 . 

se modifie et se changc en I^ -| — Sg. Par suite, T„ se change en 

Grace a ces observations, il sera facile de trouver, pour tout in- 
variant, Texpression de son adjoint. Il suffit, ä cet eftet, de Texprimer 
par les invariants fondamentaux, et dy faire les changements dont je 
viens de parler. 

^21. Jai terminé ici la théorie générale que j^avais en vue de traiter, 
et j'afe)rde les applications. Pour commencer ces applications, je reprends 
Tanalyse traitée dans le n° 5 et suivie d'un exemple dans le n° 6. J'ai 
considéré, en cet endroit, une équation, dont Vinvariant v est niil, et 
j'ai construit une transfbrméc qui est généralement du 5*°* ordre. Dans 
. Texemple adopté, cette transforrnée manquait du dernier terme et 8'abaissait 
ainsi au quatriéme ordre. Je vais chercher le type general des équations 
qui donnent lieu ä cette circonstance. 

La transforrnée a pour premier membre 

Z = (/" + 6p./ + 4p,zy + 6p^{z"' + Gp^z' + 4/>3^) — 4/>4^' — ^p^z. 

Elle manque du dernier tcrme sous la condition 

4j>;' + 24^,^)3 — 2p', = o. , 
On a d^ailleurs, par hypothése, 

22)3 — ip', = o. 

Désignant par ff une fonction arbitraire, je satisfais a la derniére relation 
si je prends 
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La premiére relation donne alors 

En intégrant, et désignant la constante d^intégration par c^ j'ai donc 

i>4 =9 —9 —-(^ ' 
Ainsi le type general des équations dont il s'agit est le suivant 

(i8) y'''—2gy" — 2/7/' + \^g^ — g''—'-eyxi ^ o. 

Calculant Z et faisant z' = Cy jai la transformée 

(19) C'"" — 4^' - 6/r + (6'^ - 2g''): = o- 

Gette équation (19) ne contenant, dans ses coefficients, qu'une seule fonc- 
tion gy n'est pas susceptible d'étre transformée,. par les substitutions (2), 
en unc équation quelconque. La classe, dont elle est un type, posséde, 
en effet, une propriété invariante, provenant de ce fait que les coordon- 
nées de la droite dans Tespace sont liées par une relation quadratique. 
Pour parler le langage de Talgébre, disons que les six déterminants 
C= {iliyy)j formés avee quatre intégralcs de (18), sont lies par une relation 
quadratique. D'aprés Tidentité 1; = o, ils sont lies aussi par une rela- 
tion linéaire, et se réduisent ainsi ä cmg, distinets entré eux. Mais, 
Téquation transformée s'étant abaissée au quatrieme ordre, un de ces 
déterminants C est nul. Donc la relation quadratique existe entré les 
quatre autres. Donc les intégrdles de V équation (19) sont liées par une 
relation quadratique å coefficients constants, 
Pour préciser cette relation, posons 



jr -- ^.'f 



>•> — 9x9) 9j9i • <, > = 1. 2, 3, 4. 

Nous avons 

Sl2'»84 '»13V24 I '»14'»23 ^• 

Supposons les y choisis de telle sorte que C12 soit nul. Il reste 

r 

'»IS '»24 ^'»14^23 • 
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L'équation (i8) peut 8'écrire ainsi: 

[^•-(.-ic),]"-(, + ic)[,--(,-io)]=o. 

Elle admet donc les intégrales j^^, ^^ de Téquation du second ordre: 

(20) j^"= (^ — J^)^'- 

Comme on ne change pas (18) par le changement de c en — f, elle 
admet aussi les intégrales Y^i? ^2 de cette autre: 

(21) r = {ff+^<)^'- 

Si nous prenons 

?A = Fw ^2=^2' 2/3 = <f\ y Va = <^2' 
nous aurons 

Ainsi Véquation (19) a ^wr intégrales les produits de celles des équations 
(20) et (21)^ ei Véquation (18) a, j^owr intégrales, cdles mémes des équa- 
tions (20) et (21). 

Il n'est pas sans intérét de reuiarquer la conséqnence suivante: 

ifi^)" — (p^" = Cip<p. 
(2 2) cf^^^dx = fT^' — ^^'. 

22. Pour Texemple choisi au n"* 6, les équations (20) et (21) sont 
comprises dans la forme ambigtte 

j^" = [^n(n + i)p(w) + icj^jr, 

ou, suivant Tusage, je désigne par u la variable indépendante . La 
constante a, de Féquation (6), s^exprime ainsi: 



n*(n + i) lo 

12 '^2 4 



« = ;■:; ff^ — t^ • 
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Prenons, en particulier, ce cas 



^ = J, c = yjzg.' 



Vous avons pour ^ les intégrales sui vantes (n** 47) 



8 






En changeant le signe de ^l2>9^i ^^ * ^1 ^t ^j- H ^^ résulte pour y 
la forme: 

ou 3^ est un polynöme arbitraire du 3*"* degré. Nous avons déjä trouvé 
cette intégrale au n** 13 pour une équation formée par un autre moyen. 
En effectuant le calcul, on retrouve bien ici cetté méme équation. 

23. Les propriétés de Téquation (19) ont été établies d'une maniére 
indirecte. Il convient d'établir directement que cette équation est le 
type de toute équation du quatriéme ordre entré les intégrales de laquelle 
existe une relation quadratique. 

Soit une telle équation, et supposons la relation quadratique reduc- 
tible a la forme 

Y Y = Y Y 
Prenant pour nouvelle variable x et pour nouvelle inconnue y 



'^ — y > y — y > 



T Y 

j'ai une transformée admettant les solutions i , re, y? , y? . En désignant 
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:^ par a, j'ai pour -pr rexpression ax. Ainsi la transformée adinet les 
Solutions I, o;, a, fxx. Considérons les deux équations 



a 



y" = o, y" = ^y. 

La premiérc admet les solutions i, x; la scconde i, a. Les quatre 
produits des intégrales de la prcmiére par les intégrales de la seconde 
sont I, a*, a, our, c'est a dire les intégrales de la transformée. Revenant 
a la proposée et transformant en méme temps, d'une maniércconvenable, 
les deux équations du 2^ ordre, je peux conclure ainsi: toute équation du 
^hme Qfjj-Q dQfif i^ intégrdes sont liées - par une relation quadratique, ä 
discrhninant différent de zéro, a pour intégrales les produits des intégrales 
de deux équations du 2^ ordre. (') 

24. Soient deux équations du second ordre, avec la' méme variable 
indépendante : 

Si lon y change les deux inconnues -4, B de maniére a faire disparaitre 
le second terme dans chacune, les seconds coefficients deviennent respective- 
ment P2 — P\ — P[ et.. Q.^ — ^| — Q[t L'égalité de ces deux quantités 
exprime donc que les intégrales A sont proportionnelles aux intégrales 
B. Gette propriété étant indépendante de X, on voit que la combinaison 

F = Q,- Q\- Q[-{P,- P\- F,) 

est un invariant des équations simultanées. Si donc cet invariant n^est 
pas nul, on pourra changer la variable indépendante de maniére a rendre 
cet invariant egal a un nombre a volonté. Je laisse ce nombre indé- 
terminé et le désigne par c. Si, en méme temps, je change les inconnues 
pour faire disparaitre les seconds termes, j'obtiens la forme réduite: 

(*) Voycz, å ce sujet, uqc note de M. Goursat, intitulöe Sur une classe d^équatums 
linéaires du 4^""^ ordre (Comptes-Rcndus, XCVII, p. 31). 



Sar Ics invariaDts des dquatioD» diffdreDticllcs linöaires du quatriömc ordre. 349 

La lettrc g désigne une fonction de la variable, invariant absolu. Faisons 
maintenant 

y = ab. 
Les différentiations successives donnent: 

dy ^^ i_ j ^ 

dx dx cLc 

d*tf dadb , , 

d (d*u \ dy , ( dh , da\ 

d* (d'y \ d ( dy\ „ , 

Donc enfin y satisfait a Téquation: 

/ \ ^^y ^*y r<^(ldy , /o d^g \ 

(24) d}-^o^.-^-£f^ + [c^-2^)y-o. 

D'aprés la proposition dont Ténoncé termine le n° 23, nous pouvons 
conclure ainsi : toute équation du quatrieme ordre dont les intégrales sont liées 
par une relation quadratique est réductible par une substitution de la forme 
(]) au type (24) . La consiante c est ä volonté, sauf zéro, si le discriminant 
de la relation quadratique nest pas nid. 

En complétailt, d*une maniére bien aisée, lanalyse précédente, on 
peut ajouter que, si le discriminant est nul, la forme (24) subsiste; mais 
la constante c est nulle. 

Voici le probléme qui se présente maintenant: exprimer en fonction 
des coefficients la condUion sous laquelle une équation est réductible ä la 
fornie (24); trouver la substitution qui opére cette réduction, et la fonction g. 

25. Pour résoudre ce probléme, il s'ofFre une voie indirecte que je 
ne suivrai pas, mais que j'indiquerai néanmoins. Cest une conséquence 
de la relation (22). 

Envisageons le déterminant formé avec trois fonctiohs et leurs pre- 
miéres et secondes dérivées, en choisissant pour ces fonctions f j^p ^a^p fi^a- 
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Tenant compte de ce que les ^ et ^ satisfont aux équations (20) et (21), 
011 obtient, par un calcul facile, Vexpression suivante de ce dcterminant, 
a un facteur constant prés: 

D'aprés (22), ccci est Vintégrale de c^^^i- 

On conclut de la que Téquation adjointe de (19) est vérifiée par les 
intégrales des solutions de Téquation (19) elle-mcmc. Gette propriété 
se reconnait d'ailleurs avec facilité sur Téquation. EflFectivement son ' 
adjointe est 



jy^^ — 4^" — 2g'7j' + c^jy = o. 

En dérivant cette derniére et faisant rj' = C, on retrouve Téquation (19). 
Soit niaintenant une équation, de la forme générale (i). Avec trois 
de ses intégrales on obtient une intégrale de Tadjointe ainsi 

VjU employant la substitution générale (2), on pourra écrire 

« 

Supposons maintenant que la substitution envisagée transforme Téquation 
proposée en (24). Nous aurons alors: 

Z = uye'^'""fyd:c -^ nye* ^ "'''■' [^ YdX. 

En différentiant les deux niembres de cette égalité, on peut conclure ainsi: 
Toute équation du 4^"** (yrdre dont les intégrales sont liées par une 

relation quadratique est caractérisée par la propriété suivante: 

Soit 0{Z) = o son adjointe^ et F{Y) = o la träns formée de cette 

adjointe par la substitution 

Y = A/y + BZ, 

ou A et B sont des fonctions arbitraires: Il est possible de choisir A et B 
de tdle sorte que F{Y) = o soit précisémmt V équation proposée. 
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26. L'emploi de cette derniére proposition méne sans difficulté aux 
équations d'ou dépend la solution du probléme; mais d'une maniére 
moins simple que la méthode ci-aprés. 

Soit une équation, sans second terme, et a variable X 

r^ + 6P,Y" + 4P3 J" + P,Y=o, 

qu'il s'agit de transformer en Téquation (24), Je poserai, comme au 
n° II, 

dx i dfi . 

dX^f^' JidX ^ ^'^ 

Je dénoterai par des accents les dérivées prises par rapport a X Dans 
Véquation (24), on a 

2 3 dq n d'(7 

J'en conclus d'ab.ord 

dp dg \ , 

A vant de poursuivre, observons cette conséquence: toute équation du 
4^^"' ordre dmit les intégrales sont liées par une relation quadratique, et dont 
Vinvariant v est nul, est susceptible détre transformée en une équation ä 
coefficients constants. En efFet, Thypothésc v = o exige que g soit une 
constante. De la une réciproque pour la proposition énoncée au n° 18: 
toute courbe située sur une stirface du 2^ degré, et dont les tangentes 
appartiennent ä un métne compiexe linéaire, est anharmonique. 

Le cas ou v est nul doit étre désorrnais écarté. 

De la relation précédente, jointe ä V = fi\ je déduis celle-ci: 

(I) ■ /=^. 

Cest une premiére équation entré les inconnues ^, /i. L'application de 
la formule (10) me donne cette autre: 

(") -4^=^l(6P,-5A' + |r), 
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ä quoi il faut joindre 

(III) A = ^- . 

fl 

J'ai donc ainsi trois équations a trois inconnues ^, /i, X. En prenant 
pour fl une solution de ces équations, et déterminant y par la formule 
y = Yfj^y on aura une transformée telle que: 

Dans le probléme actuel, /* doit étre c^ — 2 -t4 • t)^ 1^ ^^^ nouvelle 

équation, qui entraine une condition entré les données. J'aurai cette 
équation en calculant Tin variant s^. Voici son expression 



2 36 ^2 , I ^^9 



^2S, = C^--ff^ + j^, 



tVsLi d'ailleurs: 



dx iC ' dx^ n ^ ^ i 



H ax n 

En conscquence, la nouvelle équation du probléme est: 

(IV) c' - f^g' = ^, {^S, - v 4- iXV). 

Laissons d'abord cette derniére, et voyons comment se\résout le systeme 
des trois premiéres équations. Pour ce but, on doit difFérentier Téqua- 

• 

tion (II), et chasser g'\ y? disparalt, et il roste: 

(V) r-3^>A' + A' + yP,A-j(F, + 2oF) = o. 

Cest de cette équation, a la seule inconnue A, que dépend la réduction 
ä la forme (A). Cette équation se ramcne a la forme linéaire si Ton 

fait \ = — - , cest a dire p = -. La transformée est effectivement 

P'" + jP,p' ■hj{P'.+ 2oV)p = o. 
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Cette équation, du troisiéme orclre, qiie nous notöns en passant, est, coinrne 
on voit, un covariant de Téquation proposée. 

Prenons Vequation (IV), différentions les deux membres et reinpla9ons 
ff et g' par les valeurs (I) et (II). De cette fa9on, /j. disparait, et nous 
obtenons une nouvelle équation en /: 

(VI) r_,. + i:z^, + &^i:_|^p, = o. 

Il est a noter que cette derniére devient linéaire, elle aussi, avec Tin- 
connue p. Opérons différemment sur (IV) en y remplaeant ff par son 
expression (II); et nous avons: 

(VII) cy = 6{7S, - F' + 3AF) + (^)' (öP, - 5/' + |a')\ 

Cette relation donne /i sans . integration, apres qu'on a trouvé /. Enfin 
la relation (II) donnera g. 

La solution du probléme dépend donc des équations simultanées (V) 
et (VI). • 

27. Ecrivons les équations simultanées (V), (VI) sous la fonne 



abrégée 



(VIII) 



A' — A' + ^A + B = o 

A" — 3AA' + A' + CA + D = o, 



différentions la premiere, climinons A", puis climinons A' entré la rcsultante 
et la premiere; nous aurons ainsi cette valeur de A: 

_ B' — D — AB 

C + A'+B — A"- 

En la substituant dans la premiere, nous aurons Téquation de condition. 

Le calcul des deux termes de la fraction qui représente X est un 

peu long; mais on y trouve un guide sur, si Ton a soin de grouper les 

termes de maniére h faire apparaitre les invariants fondamentaux. A cet 
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eflFct, on chnssc» P^ au rnoyen de rinvariimt J, qu on fait clisparaitre ensnite. 
Dans ce calcul, on voit sMntroduire les dcux invariants suivants: 



(IX) 



M=--S,+ 2T, + Ls^, 



N^T, + U,T,-IV\ 



et Ton obtient finalement pour Å Texprcssion: 



(X) 



v- jS, 2N 
3V '^ VM' 



Sans nous préoccuper, pour le inoment, de Téquation de condition, 
calculons les deux autres inconnues. 
La premiére équation (VIII) donne 

6P, - 5;/ + fr = 6P, + 5B + 5Äk - |r 

sans diflférentiation. En y mettant la valeur (X) de A, nous obtenons: 



5 



10 



(XI) 



Pour abrégcr, écrivoiis 

M'T, — MNS, + N' = 
0^ + 4M'NV* -= '/'•; 



Les relations (VII), (II) nous donnent: 



(XII) 



I 4 _ 99^ 

C /I — y*T^py 



m 



s</> 



2 r'j£' ' 



28. Pour avoir Téquation de condition, au licu de substituer A dans 
la prcmiere équation (VIII), nous pouvons différentier logarithmiqueinent 

Texpression de /i, et égaler - a Texpression (X). De cette •fa9on nous 

t 

obtenons Téquation de condition sous la forme suivante: 



(XIII) 



lo or 



3 VM 
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Elle est explicitemeiit sous forme iuvariaiite; car la quaiitité sous le 
signe logarithme est un invariant absolii. 

L'équatio;n (^IM) admet la solution particulicre ¥ = o. Gette 
condition répond ä Thypothése c = o, comme le montre la preniiere 
équation (XII). 

Supposons d'abord c dififérent de zéro. Les équations du 2^ ordre 
(23) sont coniprises dans la forme ambigile: 






dx 

En revenant a la variable X, on a la transforniée: 



d^z dz I 2,1 qX 



dX 
Donc, d'aprcs (XII): 

dh IV'- — 7S, . 2N\dz 5(/>±3V^ 



^^^^^ dX* ~ [ 2V +VM}dX 



2 PM' 



2. 



Voici donc la conclusion: 

Végalité (XIII) exprime la conditian pour que les intégrales soient liées 
par mie relation quadratiqne. Si V-' nest pas nul, on formera les deux 
équations du ^ ordre comprises dans la formule (XIV); soient alors z^ une 
solution de Vune d'elles, et z^ une solution de Vautre. On aura Y par la 
formule 

*5 8 3 

En ce caSy la courhe attachée est sur une surface du 2^ degré, non conique; 
ou, en d^autres terraes, la relation quadratique a son discriminant différent 
de zéro. 

Supposons inaintenant c nul. On a alors /i par une quadråture, ce 
qui modifie Texpression de Y, et voici la conclusion: 

Si W est nul, soient z^ et z^ deux intégrales de V équation (XIV), unique 
en ce cas, ces intégrales étant distinctes ou non. On aura trois intégrales 
Y par la formule 



Y = z,z.^V V ''"^ ' . 
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La courbe attachée est sur un cotie du 2^ deyré; la relation quadratique a 
son discriminant egal ä zéro. 

Dans ma théorie des invariants différcntiels, j^avais déja trouvé T/équa- 
tion '/''= o, pour celle des courbes tracées sur les cones du 2^ degré. 

Si M est nul, les équations simultanées (VIII) exigent que N soit 
nul aussi. La seconde équation (VIII) résulte alors de la premiére, et X 
reste indétermince. Donc le systéme Jf = o, N = o caractérise le cas ou 
la courbe attachée est V intersection commune dune infinité de surfaces du 
3^ degré. Ces équations se trouvent également dans ma théorie des in- 
variants différentiels. Pour ce cas, les formules finales sont en défaut; 
je reviendrai plus loin sur la solution qui s^y rapporte (n® 37). 

29. Si Ton calcule Téquation de condition par la substitution de Å 
dans la premiére relation (VIII), on trouve le resultat suivant: 

(XV) M{VN' — 4rN) — N(vM' — -rM] — SM'S, + ^-^M^J 

\ 3 / 3 • 5 • 7 

+ ^ {MS, — 2N)(6N— 7MS,) = o. 

Tous les termes sont des invariants qu'on peut aisément exprimer par 
les invariants fondamentaux : J au moyen de la formule {i6)y M et N 
au moyen de (IX), et les autres ainsi: 

VN' - ^V'N = 9^9 + |j(^,^8' + S,T,) 
VM'-^rM = 9S,+ i6T, + ^S,S,. 

Le coefficient du terme en T^ est, sauf un facteur numérique, Tin- 
variant M, Dans Téquation (XIII), mise sous forme entiére, ce coefficient 
est M[0{2N — MS,) + 2M^V^]. Ainsi V équation (XIII) est compliquée du 
facteur étranger 0{2N—MS,) + 2M^V\ 

A son tour, Véquation (XV) est compliquée du facteur V% comme je 
vais le montrer maintenant. Mais il est impossible de faire disparaitre ce 
facteur en conservant Texpression au moyen des invariants fondamentaux. 
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30. Le procédé, que j'ai seulemcnt indiqué au 11° 4, tout en four- 
nissaiit Téquation de condition sous une forme illisible, pour ainsi dire, 
la donne cependant dégagée de tout -facteur. C est ce qu^avant tout nous 
allous reconnaitre. 

Prenant, pour point de départ, réquation 



y + (>P^y" + APzV' +P,!f ^Oy 

posant z = //^ différentiaiit successivement et abrégeant récriture par 
Teinploi des trois combinaisons 

Z^=^Z' + 4p^z' 

Z, = Z[ + 3P,Z + 102,,^", 

011 trouve les équations ci-aprcs: 

z ==y' 

Z' = 21// ' 

(a) z'" = 21/1/'" + 6yy" 

.(b) Z = Si/y'" -{- 6y"' + i2p,fr 

(c) Z^ = 20i,"r - 24p,yY + 4(.3jp; - Sp^)y" 

Z^ = 2oy"" — 1 26py" — X44p^y'y" + 4i3P',' - ^P', + 5P, + 9pt)y"' 



En diffcrentiant cette derniére, chassant y^^ par le moyen de 1 equa- 
tion proposée, et y"//'", yy, yy"\ par le moyen des équations (a), (b), (c), 
on obtient une nouvelle combinaison linéaire de ^ et de ses dérivées 
jusqu'au 7*°*® ordre, Zg, dont Texpression a la forme: 

^3 = ^y" + ^y'f + nr- 



y 
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Différeiitiant deux fois en se servant eiicore des équations (a), (b), (c), 
on obtient deux équations awalogues 



z, -^-. a,,r + 13 ■>/'!/" + ny"- 

Ici Z^ et Z^ sont linéaires par rapport a z et ses dcrivées jusqu*aux 
ordres 8 et 9 respectivement. 

Pour que z satisfasse a une équation linéaire du 9^'°*® ordre seule- 
luerit, la eondition est in|jiifesteinent 

Telle est la relation eherchee, dont le calcul scirait eneore assez penible. 
Mais le poids du premier niembre est mis en évidence. En efFet, ehaque 
y? a son poids superieur d'une unité a la quantitc a de memc indice, et 
ehaque y de deux unités. En outre, les indices des oc sont égaux a leurs 
l)oids. Le détenninant est ainsi du poids 15. Le premier membre de 
Téquation (XV) est du poids 24; la différence est préeisément égale au 
poids du faeteur F^ dont je vais prouver Texistence dans (XV). Ainsi 
Téquation actuelle est dégagée de ce faeteur. 

On observera, en outre, que les conditions pour Texistenee d'une 
équation du 8^*°** ordre en z, sont: 

Par conséquent, le systeme 3/= o, N = o doit concorder avee cet autre: 
(a^lS^) = o, (»g^^J = 0. , M ot N ont les poids 8 et 12, tandis que (a^y^J 
et (aj,;'^) ont les poids 8 et 9. H y a donc une combinaison des équa- 
tions itf = o, N = o qui, contenant le faeteur V, se rcduit au poids 9. 
Gette eirconstance, mise en evidence, facilite le calcul. 

31. En ordonnant suivant les puissances croissantes de F, on recon- 
nait que la combinaison 6^+ {V — 757)3/ fournit un polynöme divisible 
par V. Introduisant cette combinaison, je pose 

6iV^+ {r—7S,)M= B. 
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Pour condenser les forrnules, j'emploie les lettres minuscules et j'écris 
simplement 5, au lieu de s^. J^obtiens de la sorte: 

(XVI) 



f/> 



R--- 7:^77 (^^' - ^^)(«" - 7s') + i[^ i4s - v')p, + i(^ - .9'-')] v 

^ p'y — sv". 



4-S-7 

Il est a remarquer que, d^aprés la formule (X), R est le numerateur *de 
A; et Ton a: 

Uéquation (XV) a été obtenue en mettant Texpression yrjj nu lieu de ^ 

dans la premiére relation (VIII). Gette operation a exigé la multiplication 

par F^ En mettant, pour ?s, Texpression réduite -r^, on n'aura a multi- 

plier que par le seul facteur F, provenant de ce que -4 et 7? contiennent 
ce . facteur en dénominateur. Donc dcja. le premier membre de (XV) 
contient un facteur V. 

En second lieu, cette multiplication par F. est super fl ue; cffectivement 

R 
Tcquation oii Ton substitue ^ a il est la suivante 

. ?: — Å' + AX + B = o. 
La substitution donne 

(XVII) M{R -j- AR + BM) — R{M' + R) = o. 

D'ailleurs les exprossions de -4 et 7? sont les sui vantes 



(XVIII) 



VA = j{v'-4s), 



VB ^ -L-(7,s' — rn — ^-p'V 



360 G. H. Halphen. 

En les comparant au premier terme de chacune des expressions (XVI), 
on voit que, dans V(AB + BM), le terme indépendant de v disparait 
Donc la multiplication par V est superflue, et Téquation (XV) contient 
un second facteur V, 

Enfin le resultat de la substitution contient lui-méme le facteur t\ 
Effectivoment, en ne prenant que le premicT terme, on trouve: 

R' + AB + BM = — ^ (»;" — 7s')(4«" — 7s') + • • • 

— {M' + i?) = - ri^O'' - As){4v" - 7S') + • • • 

^ • 7 

De la résulte, d^aprcs (XVI), que le premier terme disparait dans la 
combinaison (XVII). 

Il est donc établi que le premier membre de Téquation (XV) contient 
le facteur F^ D'ailleurs, il n'y a pas a chercher d^autre facteur étranger: 
en effet, le coefficient de P^^^ est réduit. maintenant a ilf, dans Téquation 
débarrassée du facteur F^ Ce coefficient est indécoraposable et ne peut 
disparaitre. 

32. Nous avons été conduits a cette théorie des équations réductibles 
au type (24) par Texemple (7), rencontré au n° 6 de ce mémoire. Ainsi, 
dans la catégorie générale comprenant les équations (ä variable indépen- 
dante u) 

(25) /"^ + ap(w)//' + bp'(%' + [cp"(w) + d]y = o, 

figure, en premier lieu, le type 

(26) 1^ — 2ep(w)/' — 3ep'('^)y' + [d — ep"(w)]?/ = o, 

comme étant explicitement sous la forme (24). 

Je vais chercher, dans la catégorie (25), les équations qui, sans étre 
du type (26), sont réductibles a la forme (24). En d'autres termes, le 
type (26) exclu, je vais chercher, parmi les équations (25), celles dont 
los intégrales sont liées par une relation quadratique. 
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Au lieu d'introdnire expHcitcTnent les coefficients de (25), je prends 
pour inconnues des coefficients qui en dépendent, et je pose: 

D'apres les expressions (5) et (15) de v et de s-, ces données entrainent, 
pour Téquation (25), les coefficients siiivants: 



(27) 



a =- 5 . 6 . 7rt, b -= 5 . 6(7rt — 2h), 



o = 3.7(20 — jb + 3a + ^fl'j, d - 3-7^2'f + ^^(i')<f. 



33. Dans les fonnules qui vont suivre, j'écrirai simpleincnt p, j»', . . 
au lieu de f{u), f'{u), . . . 
Au moyen des relations 

p" ^- 6f - 1*7,, f" = I 2pp', p^^- = I 2(p'^ + pp"), 

■ 

on tire facilement des fonnules (XVI) les resultats suivants: 

'- 

M = (ap" + /?^,)(a,p" + ft.ff,) + r.PP", 
lri?=r(ap"+/9-/,)p + rr. 

Les coefficients a, y9, . . , sont ainsi déterminés: 

* 

4r — h 2(Z h — r ^Z * t — 7'- + O^nh 

r,=-"(f-f-«). 

La fonne ci-dessus des expressions de M et B pouvait étre prévue 
par raison d'homogénéité. En considérant p, p', p", . . . comme des poids 
2, 3> 4 et ^2, (7^ comme des poids 4, 6, on devait trouver pour JU et jR 
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des quantitcs homogenes, ayant les poids 8 et 9. Chaquc quantité de 
poids impair doit contenir le facteur p'; ét c'est ce qui a lieu pour B. 

Sans eflfectuer les calculs, noiis allons prevoir la forme des quantité^f 
qu*il reste a considcrer. 

La combinaison M{E + AB + BM) — B{M' + B) doit contenir le 
facteur v, par suite le facteur p'. Comnie B contient ce facteur, il s ensuit 

que B' + AB + BM le contient aussi. Le quotient -7 {B' + AB + BM) 

P 

est du poids 7, par suite contient encore le facteur p'. On a donc 



' (/j' + AR-{- BM) - a, p" + /?,.(/, . 

r 



On aura aussi 



\ 

- y{M' + 7?) ^- {a,f' + yV/,)p + r.r"- 



Avec ces divcrses expressions, on a pour Tcquation de condition: 



(28) 



(«P" + /%,)[(a,P" + Ä.(ir,)(a,p" + M) + 'P"'(«:.r" + M)] 

■+ [nM' + M) + /-(«:,p" + M) + ~/:.(^r" + iWW 



Ä propos clc? coeffidents qué je ii'ai pas calculés jusqirä prt'sent, je ferai 

une simple observation: dans t{M' -\- K), le terine en p'' provient de 

r 

deiix sourees: i" du terme anaWue dans rii; 2" du dernier terine 

p 

de M différentié. Par conséquent, on a: 

« 

(29) r + h + r, - o- 

L^équation (28) doit avoir lieu identiquernent. Je Tai partagée en trois 
lignes. Si les modules 0.2 ^t //.^ sont tous deux différents de zéro, ce 
que je suppose, chacune des trois lignes doit etre nuUe séparément, comnie 
on le voit sans poine. Donc Tun des coefficients ;-, j'.^ doit etre nul. 
Donc deux catéj^ories de solutions a rechercher., • 
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34. L'!iypotliese y = o conduit a deux solutions dans lesquelles R 
est idcntiquernent zcro. L'une d'elles s^obtient par les seulcs suppositions 
y -.-^ o, T ■-■ O. En effet, d'aprc*s (XVIII), on a: 

(30) ,, „ _ £<ip:j.+ä> , 7?== -fr- 

Les (juantités //, It étant nullcj^, Tcquation de eondition (XVII) est satis- 
faite d'elle-incme. 

Gette solution, qui laij;se subsister deux arbitraires, nous conduit a 
Téquation (26), déja connue, eonime cela était evident. En effet, la 
circonstance II ^^ o, non acconipagnée de 31. = o, montre que Å est nul, 
et que, par consequent, aueune transformation n'est néeessaire pour inettre 
réquation sons la forme cherehée (24). 

En fait, les équations y ==^ o, r — o donnent 

4 4 ' 

et, par suite, les forinules (27) entrainent, en posant 3 . 5 . 7a = — C, 

a r^ — 26, b =-- — 36, c = — e, 

coinine il le fallait vérifier. 

35. La seconde solution est fournie par les liypothéses 

^=3= o, a = o, /9 -- o, ri ~ ^' 

En ce cas, R et 31 sont tous deux nuls, et, par suite N est nul 

aussi. Connne je Tai observé déja (n" 28), e'est le cas 011 la courbe 

attachéc a réquation est Tinterseetion coinpléte de deux surfaces du 2^ 
degré. Tous les eoeffieients sont ici déterminés: 

I , I I , 

** • / ^ ^ 

Les équations (27) conduisent ainsi a Téqtiation 

(3 y'" - 'i?W - ^ fW + [f.g, - ^-^j^ p"(") 

A cette équation est attachée la courbe biqtiadratigue, {^) 

'(*) Mémoire sur la rédadion des aiuaiious différentiellcs linéaires, pages 109 et 137, 
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Je vais achever rapplication des calculs a cette équation (31). On 
a déjJi observé (ri" 28) que riiiconnue A, en ce cas special, reste indéter- 
minée. Elle est fournie par la seule équation 



/' + AÅ + n - o, 



qui devient 



//' + A/r/ — B/) 



si Ton fait A = — -. Or, d*apres (30), cette derniere équation devient: 
dont nous avons déja empioyé Tintégrale générale au n° 13. Cest 



„ = r'(T) ia + VG)! 



Revonant ä l'é(|uation (II), nous avons 



45'/i' 



La méthode générale consiste a trouver c^/j.^ par Tcquation (VII); inais, 
pour siniplifier le calcul, on observe qu'ayant 



P /'' 



on a /i a un coefficient nuniérique prés; c'est Tinverse de p. Uéquation 
(VII) sert a détenniner ce coeflicient conune il suit. 

Si Ton donne a u une valeur qui reride / infini, la partie principale 

de c^ji^^ d'aprés (VII), est la méme que celle de I — j iM )\ Ainsi Cfj? 
devient infini comme — ^. A cet iniini correspond un zéro de p ou un 
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* 

infini, et le résidu + i pour A. Donc jisjc a le résidu + i. D*aprés 
cette observation, on pourra mettre qx^ sous la forme suivante, ou w 
désigne un argument arbitraire: 



•i 



r/i = 



■i^n) 



3P T 



..u(|) -,(!)]■ 



Ecrivons Texpression de gjx^ sous une autre forme, en rempla9arit -^p(w) 
par ^ — . Il vient ainsi: 



m 



5. 
8 



((^1 



'7)-i^- 



Nous avons, en conséquence, pour Téquation du 2^ ordre cherehée: 



(32) 



iVz 



du 



i-A 



dz 
du 



8 dn ~" 32 



['(i)-(?)rj 



formule ou A a la valeur suivante: 



(33) 






•■(?) 



(?)-'(i) 



36. Pour intégrer Téquation (32), changeons les variables. Prenons 
pour variable indépendante -w; en méme temps, introduisons - au lieu 
de w: 



u = 2a, w = 2y9. 
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O) 



P'('/) 



IX^-^) — ?{ii} 



Å 



1 il 



O) 



4(0 (la 



(O 



\ 



et prenons ^ pour iioiivelle inconnue. La traiisfonnéc est réquation 
suivante: 






Ila 



I d'(i) , ">, ,, „\ 
\0(oda ö ' "•' ' 



Le coefficient de C» étant développé, devient: 



3 
8 



2p(a) — 



P"(/^) 



P(«) — P</^) 



+ 






... I p(a + /.?). 



Ainsi la transforinée n'est autre (jue 



'<': 3 



(iu^ 



-\ K« + /^)- 



C est a dirc, sauf le changenient de a en a + ^9, la iiiöine équatioii quc 
iious avons déja rencontrée deux fois. Soii ihtograle est 



--fi'VV'\-+^ri:^^\- 



Par suite, Tintégrale générale de (32) est: 



■■(^r 



('f)-c^)M^r 



a + 



H-r)\- 



P T 
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Prenant deux valeurs de ^ qui répondent a des signes opposés de tv, les 

_ 3 

multipliant entré elles et par le facteur /i ^, on a Tintégrale y de 
réquation (31) sous la forine: 



1/ 



iiV 



(r)-'(?) 



■~i 2 



, (U — W\ , (il + 7^\ 



\ 



4 

11 + 10 



V^ I u /^^ H- »^\ . /" — '^\ 



+ -pmp(^)] 



Le second facteur est susceptible d'une transformation remarquable qui 
laisse apercevoir sa nature rationnelle; on a, en effet: 



Hi)-^(f)r 



p(«) -- p(/j) 



Uexpression de y peut donc 8'écrire: 



// = 






Cette formule, 011 tv est arbitraire, ne gagno pas en généralité a ce qu'on 
y laisse cette arbitraire subsister. Un facile examen permet de la réduire 
ä la forme sui vante: 



(34) 



;'/ 



'^) 



; «+ 



,,(^«)^e,(^).-,(j) 



'■(t) 



Telle est la solution de réquation (31). 
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Uarbitraire w correspond ä chacune des surfaces du 2* degré passant 
par la courbc biquadratique. Quatre de ces surfaces se réduisent a des 
cones. On retrouve cette circonstence dans Téquation (32), qui cesse 
d'étrc ambigfte quand^ w est une période. 

37. Toute équation, pour laquelle les invarianls M et N soiit nuls, 
est une transformée de (31); Pour avoir la solution d'une telle équation, 
il n'y a donc qu'ä trouver les variables w et y en fonction de X et Y. 
On y arrive aisément par* le calcul des invariants absolus dans (31). 

ITaprés les valeurs de 6, c (n** 35), on a, pour Téquation (31): 



v = 



-ip'(«). «;=-ip"(«) 



Il en résulte: 



= H''''~f"''') = i^tP"» -!*'(«) P»^ 



On a d'ailleurs (IX) 



o = 31 = s,+ 2t, + 5 5?; 



on en peut tirer f^, et en conclure: 



4^ + 7*?=:^ pr" 



3 «.«.'2 



En considérant les deux invariants absolus suivants Ii, ii^ : 



(35) 



1 2 + 



I Sv% 






ii 



v 



== ii , 



• • 



on trouve ainsi: 



fi = 
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Il en résulte les formules suivantes: 



(36) 



^, i2[(6_4J?.)i2+i2.-i] 



p(w) 



_ 9i 



^'{6-4Q^)S+ä^-l 



En conséquence: pour une équafion dans laquelle les invariants (IX) M et 
N sont nttls, Vintégrale générale est une fonction algébrique des coefjfifients 
et sa representation par les fonctions elliptiques s'obtient ainsi: 

Au moyen des invariants ahsolus (35) <m calcule par les formules (36) 
le module et I' argument; et Fan a pour Vintégrde générale 



= \iP-]y. 



. ou y est donné par la formule (34). Dans cet énoncé, Véquation est supposée 
privée de son second terme. 

38. J'ai (n** 33) partagé les systémes de constantes a, 6, c, d qui 
rendent identique Téquation (28), en deux groupes: eeux qui font évanouir 
j'y et eeux qui font évanouir j'^. Dans le premier de ces groupes, nous 
venons d'étudier deux cas. Une discussion facile fait reconnaitre que ee 
groupe ne contient aucun autre systéme favorable. J'omets ici cette 
discussion, pour ' abréger, a cause de son resultat négatif; j'examine 
maintenant Thypothése j'^ =0. 

Uégalité (29) donne ici^ = — Ti* Done Tévanouissement des termes 
coraposant la seconde ligne de (28) exige les conditions 

(37) »2 =»3^ Ä=Ä5 

puis révanouissement de la premiére ligne exige la condition double: 

«iP" + A^« = - rp» = «, (6p' -^g,)+ ^g,. 

Aeta matfumatiea, 8. Imprimé 13 NoTembre 1888. 47 



370 O. H. Halpheo. 

Lcs conditions sont donc^ outre (37), les suivantes: 
(38) r + n = o, 6a, = — r, a, = 2y9,. 

Mais je vais montrer que les conditions (37) sont. comprises dans les rela- 
tions (38). A eet effet, je forme, pour ce cas, Téquation (28) par un 
calcul direct, en substituant X dans la relation 

D'aprés (38) les valeurs de Jkf et 22 (n** 33) donnent, pour A, une 
expression trés-simplifiée: 

En tenant compte des expressions (30) de A et JB, on a ainsi: 
A' _ A» + ^A + J5 = — j^ [hf" - 2(ap" + ^,) + 4rp»]. 

A cause de (38), la parenthése peut s'écrire 

« 

hf" - 2(ap" + y%7,) + 4(«.P" + M), 

et se réduit a zéro, d'aprés les valeurs de a, a,, y9, y?, (n** 33). Il est 
donc établi que les trois conditions (38) suffisent. EUes laissent subsister 
une arbitraire 6, et dennent: 



« = -Ä(* + ^)' ^ = 7(3-4^)' <i- 



2b{h + Ij 



En employant les formules (27); et désignant 56+1 P^r -j on a, 

de la sorte, Téquation suivante: 

(39) y'^ — 4(^' + n+ 3)p(wy' — iow(w + i)f{u)y' + sg^y = o. 

Voici donc une nouvdle équation dont les intégrales sont liées par une rela- 
tion quadratique. La constante n est arbitraire. 
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39. En . achevant les calculs, nous allons trouver les équations du 
2* ordre auxquelles se raméne Téquation (39). 
La relation II (n** 26) nous donne ici: 

<// = (« +2)(n-i)p(«)- 1 j^. 

D'aprés la valeur de A, /i ne différe de -pr que par un coefficient 

constant. Nous déterminons ce coefficient au moyen de la relation (VII), 
comme nous Tavons fait, dans un cas analogue, au n® 36, et nous trouvons 

^ 4 p'(«) 

Nous parvenons ainsi a l'équation ambigQe: 



du 



' + fr£=[(" + *-->f'w-l^-±i*-]Fi)- 



Ici nous distinguerons les équations données par les deux signes. Pour 
le signe +? nous changerons de variable en posant 

i_ 
La transformée n'est autre que Féquation de Lame: 

(1*7) 

(40) ^ = n{n + i)p(M);y. 

Pour l*équation au signe — , en appelant ^, Tinconnue, nous ferons 

I 

et voici la transformée: 

(41) P(«)g - P'W^ = [n{n + i)p» + '-ff,]c 
On aura, d*autre part, 



3 



p = /i ""zz^ = f{uy . f{u) ''rj . p(w) ^C = yjC 
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Donc Véqtiation (39) a pour intégrdes les produits des . ititégrales des 
éqiiations (40) et (41) entré elles. 

40. Parmi les cas 011 Ton peut intégrer les équations (40) et (41), 
j'en veux d^abord signaler a part le plus intéressant, qui présente .un 

caractére singulier. Cest eelui ou Ton suppose w = — . Uéquation (40), 

nous Tavons déja dit, a Tintégrale générale 

Quant ä Téquation (41), son intégrale que nous vérifierons plus loin 
(n» 48), est: '' 

Multipliant entré elles les intcgrales ly, C correspondant a 

a = I, b = o; Bl = I, bj =0; 

puis celles qui correspondent a 

a = o, b = — I ; Ej = o, bj = I ; 

et ajoutant les deux produits, nous formons Tintégrale particuliére de (39) 

y = 



qui suffit seule a trouver toutes les autres. En effet, la double périodicité 
des coefficients, dans Téquation (39), montre quen ajoutant des périodes 
ä une intégrale, on reproduit encore une intégrale. 

Uhomogénéité de Téquation (39) permet, par le changement de u 
en cu^ de supposer 

^^ ^ 3 sn*w 
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Uaddition des périodes, dans Tintégrale ci-dessus^ donne^ alors Vintégrale 
générale de (39), pour w = -, sous la forme:(*) 



y 



A + Bsn«~ + Ccn»- + Ddn'- 
222 

^u ,tt ,u 

sn'— en' — an' — 
222 



Les intégrales sont proportionnelles a quatre polynömes, du 4*°** degré 
par rapport å la variable p ( ~ ) • Ainsi la courbe attachée å Véquation 

(39)» i^^^ n = ~, est la courbe gauche unicursale du 4*"** degré. Gette 

courbe est, on le sait, rintersection d'une .surface du 2* degré et d'une 
surface du s*"** degré, qui ont en commun deux droites ne se rencontrant 

pas. La demiére forme de Tintégrale, si Ton fait sn*- = t^ donne 

y, _ y. _ y. _ y« 
I ~ t* ~ {i—ty (i — kH)*' 

m 

et met en évidence les quatre plans osculateurs stationnäires. 

41. Voici maintenant, sur la méme équation, une derniére remarque. 

En faisant w = -, nous voyons qu'elle s'écrit: 

Cest un cas de Téquation 

y'^ — W — 2/2/' + c^y = o. 



(^) L'équation (39) est uo cas particulier d^une équation iotégrée daos mon mémoire 
sur la rédtict{on des équatiom différentielles (page 274 et suivaotes). Malheureusemeot, 
une faute, dans le calcul des coefficients de cette équation (en haut de la page 274), 
faute qu'il est aisé de corriger, masque la colncidence de Téquation (39) avec celle qui se 
rencontre dans le mémoire cité. 
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envisagée au n"" 25, adjointe de lequation type (24). Ainsi Téquation 
actuelle est Tadjointe de réquation (2 4), oii Ton prend 

D^aprés le n"* 25, considérons les équations 



9 



n 



= (^K«)-^)?, f = (^K«) + ^)i». 



et nous aurons y = jp^' — <p^\ 

Déja, au n® 22, nous avons indiqué les intégrales jp et ^. En les 
employant, nous retrouvérons Tintégrale y. Cest un calcul facile sur 
lequel je ne veux pas insister. On remarquera cette conséquence géoraé- 
trique: la dévdoppahle, dont Varéte de rebroussement est la courbe unicursale 
du 4*"** degré, est circonscrite ä um surface du 2^ degré. On n'aurait qu'a 
achever le calcul précédent pour trouver Téquation de cette seconde sur- 
face, difFérente, bien entendu, de celle sur laquelle se trouve la courbe 
elle-méme. 

42. Voici un second cas de lequation (39) qui mérite une mention 
spéciale; c'e8t le. cas n = i. Lequation est alors: 

yiv _ 20f {u)y" — 2oy {u)y' + zg^y = o. 

L'invariant v est nul. Par conséquent, c'est une transformée d'équation 
a coefficients constants. 

Effectivement, les fonnules du if 39 donnent ici, en supposant c = i, 
ce qui est permis: 



8 p'(«) ' '^ 4 p'(«) ' 



^ = -1- 



En employant la variable x, qui attribue aux équations du second ordre 
la forme primitive, on a: ' . 



å,n 2f{u) ' dx* \ 6 — 2 y ' 
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Ainsi| en posant 



^ ^ iaj _iVgl 



V3 



2 J f(u) ' 



on a, pour Téquation au signe +> l^s intégrales c***; et, pour réquation 
au signe — , les intégrales e^^\ 
Par suite, les intégrales y sont 

proportionnelles, comrae on voit, a quatre puissances consécutives d'une 
méme quantité €\ L'équation est donc un cas particulier de 1 equation 
(13). Eflfectivement, c'est un cas de Fexemple cité au n® 13. 

La quadrature, par laquelle s^obtient a, peut étre effectuée comme 
il suit. 

En employant les notations usuelles 

r(w) = — C{u) = — ^, log 6{u), 
on a la formule fondamentale : 

-^--j-i — '-rr = C(w + w) — CM — C(w). 
2 p(m) — p(?/;) ^\ i / '•v / '•v / 

Supposant f(w) = o, ce qui entraine f{w) = + iVg^y on en déduit 

Les deux signes de a correspondent aux deux signes de 2V. On déduit 
de la une nouvelle forme des intégrales Zy et d'aprés les notations du , 

n" 39, 

« 

(42) 7 = e "«'"^4(^, 

pour intégrale de Téquation (40), savoir 
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On retrouve bien ainsi Tintégrale de ce cas particulier de réquation de 
Lame sous la forme habituelle d'une fonction . doublement périodique de 
aeconde espéce, forme adoptée par M. Hermitk 

Uéquation (41), pour ce cas n = i, est en mémé temps intégrée. 
Ainsi réquation 

I 

a les deux intégrales tj^, obtenues en mettant dans (42), Tune ou Tautre 
racine de f{w) = 0. 

43. Mentionnons encore, pour Téquation (39), le cas » = o, dans 
lequel Téquation (41) présente une circonstance curieuse. Cest 

En difiérentiant aux deux membres, on obtient, par disparition du facteur 
f(u)f le resultat suivant: 

La dérivée de C est ainsi Fintégrale d'une équation de Lame. LMntégrale 
de cette équation se présentant d*elle-méme sous la forme d'une dérivée, 
on a immédiatement C* 






Targument w étant Tune ou '1'autre racine de p(w?) = — -(O Soient 

^ et Ci les deux fonctions comprises dans cetie formule, on a, pour 
réquation 

les intégrales Cj, Cj, wCj, wCj. 



■« ■ ■■ 



(*) Mémoire sur la réduciion des équations différeniielles (page 99). 
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44. Kéquation (40) est intcgrable quaiid n est un nombre entier. 
Il en est tout autant de Téquation (41). Eftbctiveuient ses poinfe singuliers 
sobtiennent quand u est iine période, ou bien une racine de p(w). Les 
racines de p(w) ne fournissent pas de point singulier pour réquation (40), 
ni pour Téquation (39); comme on a d*ailteurs y = ^yCi il ^'ii résulte que 
C reste uniforme aux environs d'une telle racine. D'autre part, quand 
u est une période, Téquation caracteristique de (41) a les racines n et 
— (h + i), dont la différence est impaire. Comme les coefficients de 

d*^ , d" 

y^ et de ^ sont des fonctions paires et celui de ^^ une fonction impaire, 

la différence impaire des deux racines n'entraine aucune condition sub- 
sidiaire pour Texistence dintcgrales appartenant a ^es exposants égaUx 
a ces racines. Donc les intégrales de Téquation (41 sont des fonctions 
uniformes de la variable ?/, et Ton pourra, pour chaque valeur éntiére 
de w, les trouver par une niéthode analogue ä celle de Téquation de Lame, 
En cpnséquence, Véquation (39), que je transcris ici, 

yv _ 4(;^;^ + n + 5)p('0//" — iow(w + i)p'('0// + S/A?/ -=-o 

a son intégrale uniforme, partant est intégrable, quand n est nn nomhr&-^ntier. 
Ce resultat mérite d'étre remarqué, pour la raison suivante. Au 
point singulier, Téquation caractéristique a les racines o, 6 et + (2w + i)- 
Les différences paires, d'aprés la forrae de Jequation, n'4mpliquent des 
intégrales appartenant a des exposants égaux aux racines que sous le 
bénéfice d'une condition subsidiaire. Or on n'a aucun moyen direct, ce 
me semble, de vérifier cette condition ä Téorard des deux derniéres racines 
dont la différence est /\n + 2, tandis que, par Tanalyse précédente, on 
est assuré de Texistence de ces intégrales. 

45. J'ai terminé Texamen des applications que j'avais en vue de 
traiter ici; il ne me reste, pour finir ce mémoire, qua expliquer comment 
s'intégrent deux équations du 2^ ordre, rencontrées dans le cours de ce 
travail, et dont j'ai supposé connues les intégrales. 

L'équation de Lame 

(43) • ^ = [«("+OK«) + a> 

sintégre par les fonctions elliptiques de seconde espece dans le cas ou 

Ada mathtmntiea, 3. Iinprimé 12 Novembre 1883. «j[g 
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n est un noinbre entier, quelle quc soit crailleurs Tarbitraire a. Ellc 
a (loniié lieu, pour ce cas, a des études dues a M. Hehmite. Mais, en 
outre, elle est intégral)le aussi quand n est la moitié d'un noinbre entier, 
pourvu qiie la constante a soit convenablement choisie. Dans un tel cas, 
Tintégrale est, en quelque sorte, plus simple qu'au cas précédent: c'est, 

au facteur p'( — ) pi'<^-S i^n polynöme entier de la variable p(7)- Ce 

polynöme contient une constante. arbitraire, et son degré est egal a 2/?. 
Deux cas de cette proposition ont etc utiliscs dans le mérnoire actuel; 

1 \ 

ce sont los cas n = — et n =^ — . Je vais établir ici, a nouveau, ce rc- 

2 2 ' ' 

sultat qui se trouvt^ d^ailleurs ])rouvc differemment dans mon mcnioire 
sur la réduction des étjuations différentieUes, 

46. Soient: m un nonibre entier, o, by c des constantes données, et 
Äy By Cy P quatrc polynonies inconnus, tous quatre du degré m — i par 
rapport a une variable x. Pour iixer Ics idées, nous supposerons, dans 
chacun des polynonies, le coefficient uiiité pour le terine en x"'~\' On 
peut géi>craleinent trouvcT ces quatre polynonies de telle sorte que P, 
(.r — (i)"'Ay (.r — b)"' By (x — c)'"6', soient lies pi^r deux relations linéaires 
homogénes. 

EfliVctiveinent, c'est la un probleme déteriniiie, les quatre polynonies 
et les quatre constantes des deux relations linéaires fournissant ^.m in- 
connues, tandis que les deux relations linéaires fournissent 4m équations. 

Etant lies par deux relations linéaires, les quatre polynonies P, 
(.r — a)"*^, (.c — b)"^By {x — C)*^C sont les intégrales d'une équation 
diflférentielle linéaii^e du second ordre. Soient a, /? deux quclconques de 
ces polynömes; Téquation a la fornie 

En prenant pour a le polynöme P, on voit que les degres des coefficients 
sont, dans leur ordre respectif, 3/w — 3, 3m — 4, 3m — 5. Si y5 est le 
polynöme (r — a)"*^, la racine a est multiple, dans ces polynöniest, aux 
ordres respectifs (m — i), (m — 2), (^m — 2). Oömme on peut prendre, 
au lieu de (./; — ^)'"^, chacun des deux autres polynömes ana.logues, la 
mcme conclusion subsiste pour b et c. Soit donc 

/•(.r) -^ {x — a){.r — h){x — <-); 



Sur les invariants de» dquations différenticllcs liiicaircs du quatriémc ordre. 37D 

les trois coefficients conticiineiit respectivement le facteur f[:v) avec les 
exj)Osants [m — i), [m — 2), [m — 2). Le facteur couimun supprinié, 
on voit que le premier coefficient est /(.^'). Le second coefficient, 
avant la supj)ression du facteur, ctait la dérivee du premier, changée 
de fiigne; il se réduit donc maintenaut a — [in — i)f'[x). Le deruier 
coefficient est du premier dcgré, et peut s'ccrire, on le voit aisément, 

-f" f'V^) + /'> ^^^^ /^ ^^^ ^^^^^ conj%tnnte dont la valeur n'est pas 

immédiatement connuc. Ainsi: 

f{x) ctant un polf/mhne du //'"" derjré, on peut choisir ht constante ^ de 
teUe maniére que VéqucUion 



(44) /-(.y' _(,,,_ I )/v,y + 



(2m — l){m — 



-rv) + ,?]// = o 



ait pour intégrale (/(tnénde un pohjnome entier. 

Gette intégrale est du degré {2 ni — i); un de ses cas particuliers se 
réduit au degré {ni — i). Gette intégrale particuliére peut servir a 
déterminer y?. 

Effectivement Téquation différentielle fournit une relation récurrente, 
a quatre termes, entré les coefficients de Tintégrale. En formant cette 
relation, on trouvera aisément que Texistence d'unc solution, du degré 
{in — i), conduit a une équation de condition. Gette équation est, par 
rapport a Tinconiiue y9, du degré m, Ainsi la constante ^ est donnée par 
une équation du nif"'' degré. 

On peut remarquer comment Tintervention de Téquation différentielle 
vient éclairer la solution du probléme d'algébre, pose' au debut. Voici, 
en eftet, la conclusion: les coefficients des pohinömes inconnus A, B, (Jy F 
sant fonctions enfiéres de la racine d*une équation de degré m. 

47. L'équation de Lame (43), ou Ton suppose n egal a la moitié 
d'un nombre entier, se réduit a la forme (44), par un changcment des 
variables. 

Soient, dans Téquation (43), 



n = m 



p(^j^.c, z = z/p'(j) 



m 
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En faisant usage de la formule de diiplication: 



p(") = ! 






^>a). 



on trouvera, poiir la traiisformée: 

(4.r^— //,:/• — (j,^y"—{m — i)(i 2.r — ^/Jy + 4[(2m — \){in — i)x. — oc]// = o. 
Cest préciseineiit la forine (44). Douc Téqimiiou (43), au n est la moitlé 
cVun nomhre entier, soH yn — - j ^ a jmir infcuvah générale le produit de 

PlV) i^^''' ^^^^ poJiinéme entier en p(-|, da deg re {2m — 1). Un cas 

pariicidter de ce poJnnome se rkJuit an deffré {m — i). La consfante a n^est 
2)lis arbltraire; cest Ja raclne (fnne vquation de degré m, 

Pour m = I, il est mainfeste qiie a doit ctre nulle. La transforiiiée 
est y" = o. Pour m = 2, le calcul est tres-simple, et méne au resultat 

que nous avons appliqué au n" 22; la constaiite a est + ^ . Il n'y a 

pas lieu d'examiner ici d'autres eas. 

48. J'ai utilisé (ri° 40) Tiiitégrale de Téquatiön 

On peut la vérifier facilement ainsi. Posant 



f(j)--. '-."r'(j) '. 



on obtient la transformée: 



f .^* + -.^^^^^^^^^^^ 2//3.r + Y^//^j//'— 2^2^'^ + -^^^^^^^^^^ + ^6.r- — i//.^j// = o, 



dont rintograle générale est 



// -. a (.r=' + !./,.,• ^ ,,/,) + b l^.r + ^,./, ) .. 






.^^'■^v^ 






'V^M 



■«. 






,H;.-^^-Vi;;X^^■i.^^;^^ 






